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Bu boliimde, ogrencilerin orta ogretimde gordtigii bazi konulann kisa bir ozeti 
verilecektir. Boylece ogrenci, ogrenememi§ veya unutmus oldugu kavramlari og- 
remne veya hatirlama imkanina kavu§mus olacaktir. 

Kesin bir tanimi yapilamamakla beraber, sezgisel olarak, kiime bazi ozelliklere 
sahip nesnelerin bir toplulugu, bir sinifi, bir kolleksiyonu olarak dugiinulebilir. 
Kiimeyi meydana getiren nesnelere kumenin elemanlari adi verilir. Bu kitap- 
ta gozoniine almacak ktimelerin hemen hepsi, elemanlari sayilar olan kiimelerdir. 
Kiimeler, genellikle A,B,C . X, V . . gibi biiyuk harflerle, elemanlari da a , b, c, x, 
y, ... gibi kilftik harflerle gosterilir, a bir A kiimesinin bir elemam ise, bu 

a e A 

biciminde gosterilir. Eger b, A kiimesinin elemam degilse bu da 
be B 

biciminde yazilir. 

Bir kumenin verilmesi icin o kumenin elemanlannm teker teker belirtilmesi veya 
o kumenin elemanlanmn belirtilmesine yarayan karakteristik ozelliginin verilme- 
si gerekir. Buna gore, bir kiime ya o kumenin elemanlanm { } parantezi 

icine yazmakla, ya da 

{.v : (.t in karakteristik ozelligi) } 
biciminde gosterilir. Ornegin elemanlari 1 , 2, 3 olan kiime 
0,2,3} 

ile, Turk alfabesinin harfleri kiimesi 

{.v : x Tiirk alfabesinin bir harfi} 

\ ile gosterilebilir. Bu yazi§ta kumenin genel elemam x harfiyle gosterilmis, " : " 

° a \ isareti de "oyle ki" anlamma gelen bir sembol olarak kullamlmi§tir. 

* h i Kolaylik saglamak amaciyla, bazen kiimeleri bir bdlge icinde kalan noktalar ile 

0 c / gostermek adet olmugtur. Bu selcillere Venn diyagramlan adi verilir. {a.b.c} 

kiimesinin Venn diyagrami yanda verilmi§tir. 
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TAMM 

Bir A kiimesinin herbir elemani B kiimesinin de bir elemani ise, A kiimesi B 
nin bir ait kiiraiesidir denir ve A c B biciminde gosterilir. Yani 

A c B <=> [ x e A ^ refi] 

QRNEK : 

A = {1,3, 5, 7, 9 } ve B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 } ise 
A <z B dir. zira A nin herbir elemani B nin de bir elemamdir. 

TANIM 

Eger A c B ve B c A ise, A ile B kiimeleri eslttir denir. A = B biciminde 
gdsterilir. A kiimesinin en az bir elemani B de degilse veya B nin en az bir 
elemani A da degilse A ile B farklidir denir. A&B seklinde gosterilir. 

Bu tamma gore A ile B esii kiimeler ise aym eiemanlardan meydana gelmislerdir. 


TANIM 

Eger AczB ve A#B ise, A kiimesine B nin bir osalt ktiisestdir denir. 



| Hicbir elemani oimayan kiimeye bos kiime denir ve 0 ile gos terilir. | 

Bos kiime her ktimenin bir alt kiimesidir. Zira 0 de bulunup diger kiimelerde 
bulunmayan bir eleman yoktur. 


TANIM 

A ve 8 kiimelerinin tiim elemanlannm olu§turdugu kiimeye, A ile B 
kiimesinin bkiesiird denir, Au6 ile gosterilir. Buna gore, 

A u B = {.v : .v e A veya .v e B } 

olacaktir. 

Yukaridaki sekilden de kolayca goriilecegi gibi, 

Ac Aufi ve Be AuB 


dir. 

TANIM 

A ve B kiimelerinin oitalc elemanlanndan olufan kiimeye A ile B kiimesinin 
arakesiti veya kesislmi denir, A n B ile gosterilir. Buna gore, 


Yukandaki tanim gdzoniine alindigmda. 


Ar\ B <zA ve AnBcB 



oldugu kolayca goriilebilir. 

TANIM 

A n B = 0 ise, A ve B kiimeleri aynkfcr denir. 

Buna gore iki kiime ayrilc ise bu kiimelerin ortak elemani olmaz. 

TANIM 

A kiimesinde olup da B de bulunmayan elemanlarin kiimesine B nin A kiime- 
sine gore tihrileyem denir. A \ B ile gosterilir. 

Buna gore. 

A \ B = { ,\ : .y € A ve .v e B} 

dir. Kiime teorisinin herhangi bir uygulamasinda ugra§ilan tiim kiimeler bir sabit 
kiimenin alt kiimeleri olarak dii§iiniilebilir. Bu kiimeye evrensei kiime denir. 

TANIM 

Bir A kiimesinin E evrensei kiimesine gore tiimleyenine A kiimesinin 
iismieyem denir. A 1 ile gosterilir. Buna gore. 

A' = {a- : a- <£ A} 

dir. 

Sonlu sayida elemani olan kiimenin eleman sayisi .v(A) veya n(A) ile gosterilir. 
AuB kiimesinin tanimi gdzoniine alindigmda 

s(A u B) = s(A) + s(B) - s(A n B) 
oldugu kolayca gosterilebilir. Bu e§itlikten yararlanarak 
s(A u B u C) = s(Au B) + s(C) - s [(Au B) n C] 

- s(Au S) + s(C) - s[(A n C) u (B n O ] 

= s(Au B) + s(C) - [s (A nC) + s(B n C) - s (A nBnC )] 

= s(A) + s(B) + s(C) - s(A n B) - s(A n C) - s(B n C) + s (A n B n C) 
bulunur. 

TANIM 

A ve B kiimelerinin kartezyen garpimi, a s A ve b e B olmak iizere, turn 
sirah (a, b) ikililerinin kiimesidir. Buna gore, 

A x B = { {a, b ) : a e A ve b 6 B} 

dir. 
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Bu lciime yandaki sekilde gosterilmigtir. Ax B kiimesi igin. 


olur. 


s(A x B) = s(A) . s (B) 


Insanlarin ogrenme siirecinde algilamaya ba§ladigi kavramlai'dan biri de sayilar- 
dir. Biitiin bilim dallannin gelismesinde kagimlmaz §ekilde kullanilan matematik, 
en basit tammi ile, insanlann sayilarla ugrasmasindan ba§ka bir§ey degildir. De- 
neye dayanan biitiin bulgularin da ancak sayilarla ifade edildikleri zaman bir de- 
ger kazanacagini hepimiz biliriz. Hayatimizm her amnda nasil sorusu yaninda ne 
kadar sorusunun da aym derecede oneme sahip oldugunu hatirlayacak olursak, 
sayilann vazgecilmez kavramlar olaralc bizimle beraber olduklanni anlanz. 

Biz bu bbliimde reel sayilarm kisa bir ozetini verecek, daha sonra lineer nolcta 
kiimelerinin ozelliklerini inceleyecegiz. 


Herhangi bir teori kurulurken bu teorinin dayanacagi bazi temel kavraralara 
ihtiyac vardir. Yani ba§ta bazi §eyler kabul edilerek diger kavram ve teoriler bun- 
larin iizerine kurulur. Sayilar teorisinin geli§mesinde bu temel kavramlardan biri 
de Dogal Sayilar kavramidir. Bilindigi gibi, 

N = {1, 2, 3, ...} 

kiimesine dogs! ssyi-ar Rfimesi *, bu kiimenin elemanlan olan 1 23 . . . sayilarma 
da dogal sayilar adi verilmektedir. 

Matematikte kar§imiza gikabilecek biitiin problemleri bu sayilar ile gozmek 
miimkiin degildir. Ornegin x + 2 = 1 denkleminin dogal sayilar kiimesinde bir 
coziimii yoktur. Ba§ka bir deyigle bu denklemin kokii bir dogal sayi degildir. 
Clunkii ,v yerine 1, 2, 3, ... sayilarindan hangisini koyarsamz koyun denklem 
saglanmaz. Bu sebeple dogal sayilar kiimesi, m ve n dogal sayilar olmak iizere, 

x + m = n 

tipindeki denklemlerin koklerini de icerecek §ekilde genisletilmis ve ts.ro zv-pH.? 
kdmeri denilen 


qx = p 

seklindeki bir denklemin kokii bir tamsayi olmayabilir. Bu nedenle tamsayilar 
kiimesi qx - p tipindeki tiim denklemlerin koklerini de ihtiva edecek sekilde 
genisletilmis ve bu kiimeye rasyonel sayilar kiimesi adi verilmistir. qx = p tipin- 
deki denklemlerin kokleri p/q §eklinde olduklanndan rasyonel sayilar p/q 
§eklinde yazilabilen sayilardir. §u halde, rasyonel sayilar kiimesini Q ile gostere- 
cek olursak 




p,q E Z ve q 



olur. iki tamsaymin ± 1 den ba§ka ortak boleni yoksa bu iki sayiya aralarinda 
asaldirlar denir. c sifirdan farkli bir tamsayi olmak iizere, -^- = -- oldugundan 


yukaridaki p ile q sayilari ai'alarinda asal kabul edilecektir. Aksi takdirde Q kti- 
mesinde birbirine esit sonsuz coldukta eleman bulunur. Diger taraftan her m tam- 
sayisi, m/1 seklinde yazilabildiginden, bir rasyonel sayidir. Demek ki O rasyonel 
sayilar kiimesi Z tamsayilar kiimesini kapsar. 


Bir kenarimn uzunlugu 1 birim olan karenin ko§egeninin uzunlugu v'2 birimdir. 
Simdi bu -J2 sayisimn bir rasyonel sayi olup olmadigim arajtiralim. 4l sayisimn 
rasyonel oldugunu gostermek i§in bunun p/q §eklinde yazilabildigini gostermek 
gerekir. Kabul edelim ki -v’T rasyoneldir. O halde p ve q aralarinda asal olmak 
iizere vT = — biciminde yazilabilir. Her iki tarafin karesi almir ve q 2 ile car- 
<7 

pilirsa 2 q 2 = p 2 bulunur. Birinci taraf cift sayi oldugundan ikinci taraf, yani p 2 de 
cifttir. Dolayisiyla p gifttir. O halde r bir tamsayi olmak iizere p - 2 r yazilabilir. 
O zaman 2 q 2 = (2 r) 2 , buradan da q 2 - 2 r bulunur ki bu q 2 nin ve dolayisiyla q 
nun cift oldugunu gosterir. Hem p hem de q gift oldugundan 2 sayisi bunlarin bir 
ortak bolenidir. Halbuki biz p ve q sayilanm aralarinda asal kabul etmi§tik. Bu 
bir celi§medir. O halde v2 sayisi rasyonel degildir. Rasyonel olmayan bu sayilara 
•rrasyersei sayilar adi verilir. Rasyonel ve irrasyonel sayilann hepsine birden 
reel say'iar denir. Reel sayilar kiimesi R ile gosterilir. Yukaridaki tammlar 
gbzoniine ahndiginda sayi kiimeleri arasinda 


NcZcQcR 


bagmtilarinin bulundugu acikca goriiliir. 


Z = {... ,-3,-2, -1,0, 1,2,3, ...} 

kiimesi elde edilmi§tir. Demek ki tamsayilar kiimesi dogal sayilara bu sayilann 
negatifieri ile sifirin katilmasiyla elde edilmi§tir. 

Tam sayilar kiimesi de biitiin ihtiyaclarimiza cevap veremez. Ornegin pvcq birer 
tamsayi olmak iizere (jr ^ 0), 

* Bazi kaynaklar sifir sayisini da dogal sayilara katarlar. 


Bilindigi gibi her bir reel sayiya sayi dogrusu uzerinde bunu absis olarak kabul 
eden bir tek nokta ve her bir noktaya absis olarak bir tek reel sayi karsilik gelir. 
Bu nedenle elemanlan reel sayilar olan kiimelere lineer nokta kiimeleri adi veri- 
lir. 

Bu kesimde gozoniine alacagimiz kiimeler lineer nokta kiimeleri olacaktir. Bu 
kiimelerin temel ozelliklerini bir ozet halinde verecegiz. Lineer nokta kiimeleri 
icinde en gok kullanilanlan araliklardir. 
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(a.b) 

a 

[a.b] 

b 

a 

[ a.b) 

b 

a 

( a.b ] 

b 

a 


b 


Bazi aralik cejitleri 
[f , + «) 




c 


(-”■”) 

fejitli sonsuz aralildar 


| TANIM 

| ci ve b iki reel sayi ve a < b olsun. 

{x 6 R : a < x < b } 

seklinde tanimlanan reel sayi kumesine a ve b sayilan ile belirtilen ; 
arahk denir ve (a, b) biyiminde gosterilir. Benzer olarak 

{.v e R : a < x < b} 

kumesine kapah aralik adi verilir, [a , b] ile gosterilir. 

-fa, b ] = {.ve R : a < x < b} 

[a, b) - {.v g R : a £ x < b} 
ldimelerine de yari acik arafakiar adi verilir. 


Yukandaki araliklann boylan sabit olup b - a sayisina esittir. Boylan sonlu 
olmayan araliklar da vardir. Bunlara sonsuz arahklar adi verilir. Bunlardan 
bazilan yanda gosterilmi§tir. Burada c herhangi bir reel sayidir. 

a ve b iki reel sayi olsun. Eger a + r = b olacak §ekilde pozitif bir r sayisi varsa, 

a sayisi b den kiiciiktlir veya b sayisi a dan buyiiktlir denir, a < b biciminde gos- 

terilir. 

; TEOREM 0.1 i ! 

1) a <b => a + c < b + c 

2) a <b => a-c <b-c 

\ 3) a < b ve c > 0 => a ,c<b .c 

4) o<& ve c<0 =e> a .ob .c 

5) a < b ve a . b > 0 => — > ~ 

a b 


Id = fa 2 

yazilabilir. Bu ifadeye mutlak degerin cebirsel tammi denir. 

Bir a sayisimn mutlak degeri, o sayinin orijin (baslangig) noktasina olan uzakli- 
gmi gosterir. 

Mutlak degerin bzellikleri asagidaki teoremde 6zetlenmi§tir. 


TEOREM 0. 2 : 

Her a, b e R icin, 

(1) Id > 0 

(2) - Id < a < \a\ 

(3) | |n| - 16| | < in + b\ & Id + I b\ (U?gen e§itsizligi) 

j (4) I a . b\ = \a\ . \b\ 

(5) lf| = M 0*0) 


Asagidaki teoremden yararlanarak bazi esitsizlikler kolayca cozulebilir. 


TEOREM 0.3: 

Her pozitif p sayisi i§in, 

1) \u\-p ise, u=p veya u = -p 

2) Id < p => — p < it < p dir. 

3) \u\>p => u < — p veya u>p dir. 

i 


TANIM 

Bir a reel sayisimn muEak d?geri. 

{ a, a > 0 ise 

- a , a < 0 ise 


§eklinde tanimlanan I a\ sayisidir. 


Yukandaki tamma gore, a ister negatif olsun, ister pozitif olsun, Id daimapozi- 
tiftir. 101 = 0 olacagindan her a reel sayisi icin lal > 0 dir. Aynca, daima 
Id 2 = cr olacagindan 


ORNEK : 

I 2x ~ 1 I < 5 esitsizligini cozliniiz. 


£oziim : 

I 2r - 1 I £ 5 => - 5 < 2x - 1 < 5 
1 - 5 < 2.v < 5 + 1 => - 2 ^ x < 3 


olur. 

O halde esitsizligin coziim ktimesi 
C = M,,3] 
kapali araligidir. 
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Matematikte sikca kuliamlan kavramlardan biri de komsuluk kavramidir. 


e bir pozitif sayi olsun. 

K = {.y 6 R : l.v - a\ < £ } = (a - e , a + £ ) 
kiimesine a noktasmm e-komsnlngu denir. 


2 sayisinm komsulugunu bulunuz. 


Cdziim : 

2 + 


J_V 

( 199 

201 \ 

ioo r 

O 

o! 

’ 100/ 


olur. 

TtANIM 


Bir a reel sayisindan btiyiik o] may an tamsayilann en biiyiigune a sayisinm 
tam kjsKH* denir ve \a \ ile gosterilir. 


Yukaridaki tamma gore, |[ 3, 4| = 3, [ 5j = 5, (-3, 6 | = -4 J /2 | =1 
olacaktir. 

Orneklerden de goriilecegi gibi, her a sayisi, onun |aj tam lcismi ile, Osk< 1 
ozelligini saglayan, kesir kismmin toplami olarak yazilabilir, yani 
a= | a\ +k . (0 < /: < I ) 

olarak yazilabilir. Omegin 
3,41 = 3+0,41 
5 = 5 + 0 
-3,6 = -4 + 0,4 
Ji = 1+0,41... 

yazilabilir. a bir tamsayi oldugunda k = 0 , diger hallerde 0 < k < 1 dir. 


4. 1 3,6j ve ( 4.(3 , 6)j sayilanni hesaplaymiz. Her n tamsayisi icin, 
egitligi dogru mudur? 


5 Bazi kaynaklar “tam kisinr' yerine "tam deger deyimini de kullamrlar. 
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Reel sayilann pozitif tam kuvvetlerinin temel ozellikleri a§agidaki teoremde 
siralanmi§tir. Bunlarin ispati kuvvet tanimindan kolayca elde edilir. 

TEOREM 0. 5 : 

a, b e R + ve m, n e N igin, 

(1) a"‘ . a n = a”>+ n 

m 

(2) 2 T = a m - n (a*0) 
a 

(3) (a m ) n = a mn 

(4) («.&)" = a" . b" 

Eger a S: 0 ise, karesi a olan bir tek pozitif sayi vardir. a nin karekokii denilen 
bu sayi 4a ile gosterilir. Boylece 

V? = 2 , % /l6" = 4 , V0=0, V9 = 3 

olacaktir. (- 2) 2 = 4 oldugu halde V4 * ~ 2 dir, zira karekok pozitif tanimhdir. 

Negatif sayilann karekokii bir reel sayi olamaz. (Jiinkii reel sayilann karesi 
negatif olamaz. 

Genel olarak, a > 0 ve n herhangi bir pozitif tamsayi olmak iizere, n- inci kuv- 
veti a olan bir tek pozitif reel sayi vardir. a mn n -inci kuvvetten kokti denilen bu 
sayi ”4a ile gosterilir. Omegin, 

V8=2 , V0=0 , 4 vT6=2 

olur. Kok tanimindan yararlanarak, a§agidaki teorem kolayca ispatlanabilir. 
TEOREM 0.6: 

i a, b 6 R + ve m, n e N igin, j 

: ( 1 ) n 47'=a 

\ (2) W = 

; (3) n/|" = V* (b* 0) 
v b 

(4) "VW = n, 'V^ 

Eger n tek sayi ise, a nin negatif degerleri igin de \fa tammlanabilir. Bu durum- 
da "4a, n- ninci kuvveti a olan bir negatif sayidir. 

Omegin; 

3 V^8=-2 , V 7 32=-2 , V-T=~l 
dir. 
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ORNEK : 0 <a <b icin, -Ja < 4b oldugunu gosteriniz. 

(Joziim : 

0 < a < b oldugundan b - a > 0 dir. 

A = 4a , B - 4b diyelim. A > 0 ve B > 0 dir. 

B 2 - A 2 = (B - A) (B + A)>0 

dir. A + B > 0 ve B 2 A 2 > 0 dir. Dolayisiyla B - A > 0 olur. 

Bu B > A, dolayisiyla 4b > 4a olmasim gerektirir. 

Son olarak r bir rasyonel sayi olmak iizere a T sayisina bir anlam vermeye 
calisalim. r rasyonel oldugundan r = ™ olacak §ekilde m ve n tamsayilari vardir. 

Genellikle bir§ey kaybetmeksizin, n nin pozitif oldugunu kabul edebiliriz. Eger r 

m 

negatif ise, m negatif olur. a " sayisi 

biciminde tanimlamr. Ozel olarak, m = 1 ahnirsa 
1 

a” = "4a 

bagintisi elde edilir. 

A .A 

ORNEK : 8 3 ve 4 2 ifadelerini hesaplaymiz. 

iQoziim : 

8 T = ( 3 v'8) 5 = 2 5 = 32 

4^ = (44) ~ 3 = 2” 3 = -~- = “. 

2 3 § 

Herhangi r ve s rasyonel sayilan ve a, b pozitif reel sayilan igin, 

a r .a 5 = a r+s , ^- = a r ~ s 

a s 

{a r Y = a r ~ s , ( abY = a s .b s 

dir. 

ORNEK: (32) 1/6 .2 3 igleminin sonucunu bulunuz. 

C^oziim : 

A _A i A A_A A 
(32) 6 . 2 3 = (2 5 ) ^ . 2~ 3 - 2 6 " 3 = 2 2 = 42 



A, B, C herhangi tig ktime olsun. Agagidaki e§it- 4 . 2 ile tam boliinebilen tamsayilara gift sayi, gift ol- 

liklerin dogrulugunu gosteriniz. mayan tam sayilara da tek sayi denir. Buna gore 


(a) 

A\A = 0 

her gift sayi, m bir tamsayi olmak iizere, 2m §ek- 


linde 

yazilabilir. Benzer §ekilde her tek sayi da 

(b) 

A\0 = A 

2m + 

1 formunda yazilabilir. Her gift sayinm kare- 



sinin 

gift, her tek sayinm karesinin tek sayi oldu- 

(c) 

A n B = B n A 

gunu 

gosteriniz. 

(d) 

A u B = B u A 



(e) 

A u (B u C) = (A u B) u C 

5. A§ag 

idaki denklemleri coziiniiz. 

(9) 

An(finC)=(/inS)nC 

(a) 

11 -xl = 2 

(d) 

An(BuC) = (AuB)u(AnC) 

(b) 

lx + ll = lx + 31 

(e) 

Au(flnC) = (Aufi)u(AuC) 

(c) 

12x1 = lx - 21 

(f) 

A'-B 1 =B\A 

(d) 

lx -11 + 1x1 = 3 

(g) 

A \ (B n C) = (A \ B) u (A \ C) 

(e) 

l3x - 1 1 = 3x - 1 

(h) 

(Anfi)xC=(AxC)n(fixQ 

(0 

X 

(N 

1 

it 

1 

CN 

(i) 

(Aufi)xC = (AxC)u(BxC) 





6. A§ag 

idaki esitsizlikleri goziiniiz. 



(a) 

lx -11 £ 3 



(b) 

lx +11 >2 

A§agidaki onermelerm dogrulugunu gosteriniz. 


(a) 

Ar\B -A o AcB 

(c) 

lx — 1 1 > Ixl 



(d) 

Ixl + lx —1 1 > 1 

(b) 

A u B = B AcB 




(e) 

I5x -41 < 2x +1 

(c) 

AcB <=> A* 3 B* 





(f) 

I3x + 121 > 0 

(9) 

AnB = 0 <=s BcA‘ 



(d) 

AcCveficCoAuBcC 

7. A§agi 

idaki denklemleri gozuniiz. 

(e) 

CcAveCcBe+CcAnB 

(a) 

!x] = 3 

(f) 

AxB-0 e=> A = 0 veya B = 0 

(b) 

I-2x[ = ~2 

(g) 

AXB) 1 = (B\A)> <=> A = B 

(c) 

I-x + 21 =1 



(d) 

[x + 11 — X 



(d) 

[x - 1J = X 

a ve 

b pozitif iki sayi olsun. 




b 

(0 

[x + 31 =2W-3 

b + 

— > 2 oldugunu gosteriniz. 




L 
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§. A§agidaki e § its izlikleri goziiniiz. 

(a) [2x1 >3 

(b) |x + 31 < 2 

(c) [1 -3x1 ^4 

(d) [x + 41 < 5 

(e) [2x1 2: 2x 

(f) [3x1 <3x 

9. Toplamlari rasyonel olan iki irrasyonel sayi bulu- 
nuz. 

10. Carpimlari rasyonel olan iki iiTasyonel sayi bulu- 
nuz. 

11. A§agidaki ifadeleri sadele§tiriniz. 

(a) V4A636 

(b) V- 0,00001 

(c) (B<3 6 ) 

(d) (32) _ 4/5 (16) 5/4 

(e) \/-JV2 - vT 


12. “a<b ve b<c=> a<c dir.” 
onermesinin dogrulugunu gosteriniz. 

13. “a 2 + b 2 = 0 <+> a = 0 ve b = 0 dir ” 
onermesinin dogrulugunu gosteriniz. 

14. la -10k 2 ve I b -61 < 1 e§itsizligini saglayan a ve 
b sayilari veriliyor. Asagidaki sayilann smirlari 
igin ne soylenebilir. 

(a) a + b (b) a - b 

(c) a 2 - b 2 (d) a 2 + ab + l 

(e) a 3 - b 3 (f) a 2 + ab + b 2 

15. Agagidaki kom§uluklari, mutlak deger yardimiyla 
yazirnz. 

(a) 1 in 2 -komsulugu 

(b) -2 nin - kom§ulugu 

16. x 3 = 2 olacak §ekilde bir x rasyonel sayisimn 
varolmadigim gosteriniz. 
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a, b, c sabit reel sayilar ve x bilinraeyen olmak iizere, 


ax 2 + bx + c = 0 

tipindeki denklemlere ikinci dereceden bir bilinraeyenli denklemler adi verilir. 
Bu denklemin k older i, 

A = b 2 - 4 ac 

olmak iizere, 

_ - b + V A _ - b - VZT 
1 2 a ' 2 2 a 

sayilandir. Buna gore, 

(1) A > 0 ise, kdlder farkli reel sayilardir. 

(2) A = 0 ise, kokler reel ve esittir. 

(3) A<0 ise, kokler reel degildir. 

ORNEK : x 2 - 4x -5 = 0 denkleminin koklerini bulunuz. 

£dziim : 

a= 1 , b - -4, c = -5 oldugundan 

A= b 2 - 4ac = 16-4. 1 (-5) = 36 
dir, O halde verilen denklemin iki farkli reel kOkii vardir. Bu kokler 
„ 4 + \f36 4 + 6 r 

„ _ 4-a/36 4-6 

X2 -~2A~-~2' 

sayilandir. 

y = ax 2 + bx + c 

bigimindeki bir fonksiyonun grafigini gizmek igin §u yolu izlemekte yarai- vardir: 

(1) x = 0 icin y = c bulunur. Egri y - eksenini c de kesmektedir. 

(2) y = 0 igin ax 2 + bx + c - 0 denklemi bulunur. Eger A > 0 ise, egri 
Ox - eksenini farkli x ] ve x 2 noktalarmda keser. A = 0 ise, egri Ox- eksenine te- 
gettir. A < 0 ise, egri Ox- eksenini kesmez. 
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a < 0 


§imdi fix) = cix 2 + bx + c ifadesinin i§aretini inceleyelim. 

A> 0 oldugunda egri Ox - eksenini iki farkli noktada keser. a > 0 oldugunda, 
kokler arasinda bulunan x noktalannda/[x) negatif olur. Su halde kokler arasin- 
daki x ler icin/(x) ile a ters igaretlidir. x < a-, ve x>x 2 icin/(x)>0 olur. Bu- 
na gore §u tablo yapilabilir. 



A=0 ise, x { = x 2 oldugundan, egri Ox- eksenine x = - noktasinda tegettir. 

a > 0 oldugunda egri Ox-ekseninin list tarafinda bulunur. Dolayisiyla her 

x& — ~ icin f{x) > 0 dir. Su halde /(x) ilea aym i§arettedir. a< 0 olmasi 
2 a 

halinde fix) < 0 olur. Buna gore §u tablo yapilabilir. 

x -® -b/2a +«= 

f[x) in a ile aym a ile aym 

o 

i§areti 

A < 0 ise egri Ox- ekseninin bir tarafinda bulunur. 

a > 0 ise. fix) >0, a < 0 is e,/{x) < 0 dir. Dolayisiyla fix) in i§areti a nin isa- 
retiyle aymdir. 



fix) in a ile aym 

i§areti 


ORNEK : x 2 - 3x - 10 < 0 e§itsizligini cbzuniiz 


A = (-3) 2 - 4. 1 (-10) = 49 = 7 2 > 0 oldugundan iki farkli kok vardir. 


3+7 . 3-7 „ 

*' = ~ 2~ =5 ■ ^ = = 


Isaret Tablosu: 
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Verilen e§itsizligin coziim kiimesi 


C = 1-2,5) 

acik arahgidir. 

(Jg ve daha ytiksek dereceden denklemleri cozmek igin ya carpanlara ayirma, ya 
ikinci dereceden denklemlere doniigtiirme ya da Gauss Teoreminden yararlamlir. 
Bu yontemleri birer ornekle aciklayalim. 

ORNEK : x 3 - 4x 2 - x + 4 = 0 denklemini goziiniiz. 

Coziim : Verilen denklem 

(x 3 - x) - 4x 2 + 4 = 0 => x (x 2 - 1) - 4 (x 2 - 1 ) = 0 => 

(x 2 - 1) (x - 4) = 0 => (x + 1) (x -1) (x - 4) = 0 
geklinde garpanlara ayrilabilir. Her garpan sifira e§itlenerek 
x, = -1 , x 2 - 1. x 3 = 4 
bulunur. 

ORNEK : x 4 - 10x 2 + 9 = 0 denklemini gozunliz. 

Coziim : x 2 = v denirse, verilen denklem 
y- - lOv + 9 = 0 

§elcline doniisiir. Bu denklem goziilerek 
Vi=l, >2 = 9 
bulunur. y - x 2 oldugundan 
x 2 = 1 veya x 2 = 9 
bulunur. Bunlar coziilerek 

Xj = —1 , x 2 =l, x 3 = -3 , x 4 = 3 
kokleri elde edilir. 

j - TEOREMO.' 7 , ” .. .... ... , 

! a | , ..... a n tamsayilar olmak tizere 

x 11 + a,.!- 11-1 + fl 2 x 1 ’- 2 + ...-+ a n _|X + a n = 0 

! denkleminin bir rasyonel lcokii varsa, bu kok a n sayisim bolen bir 
tam sa yidir. 
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OKNEK : x 3 - 3x 2 - 2x + 4 = 0 denldeminin goziim kiimesini bulunuz. 

£oziim : Verilen denklemin bir rasyonel kokti varsa, bu kok 4 sayisini bolen ±1, 
±2, ±4 sayilarmdan biridir. A] = 1 denklemde yerine konursa 

l 3 - 3. 1 2 - 2. 1 + 4 = 0 => 0 = 0 

bulunur, yani denklem saglamr. Su halde x 3 - 3x 2 - 2x + 4 ifadesinin carpan- 
lanndan biri x - 1 dir. x 3 - 3a 2 + 2a + 4 ifadesi x - 1 ile boliiniirse, boliim 

a 2 - 2a - 4 olur. §imdi a 2 - 2a - 4 = 0 denklemini ipozelim. 

A = 4 - 4. 1 (--4) = 20 olacagindan 

bulunur. 0 halde verilen denklemin 90ziim kumesi 
{l, 1 - v5 , l+v'5} 

olur. 

QRNEK : 4x 4 + 4x 3 - 9x 2 - x + 2 = 0 denklemini foziinuz. 

Hjoziim : 2 sayismin bolenleri ±1 , ±2 sayilandir. Bu sayilan denklemde yerine 
yazarak deneyelim. 

x = I igin 

4 + 4-9- 1 +2 = 0 =*0 = 0 
bulunur. x, = 1 bir koktiir. 

x = — 1 icin 

4-4-9 + 1 + 2 = 0=»-6 = 0 

bulunur ki bu, x = -1 in kok olmadigim gosterir. Benzer §ekilde x 2 = -2 nin kok, 
fakat 2 nin kok olmadigi goriiliir. Simdi diger iki kokii bulalim. 

4x 4 + 4x 3 - 9x 2 - x + 2 ifadesi (x - 1) (x + 2) = x 2 + x - 2 ile boliiniirse 
boliim 4x 2 -1 olur. 4x 2 -1=0 ^dzuldiigiinde x 3 = , x 4 = — kokleri 

bulunur. Cdziim kumesi 

c ={- 2 ,-fi '} 

olur. 
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A§agidaki denklemleri coziiniiz. 

(a) a 2 - 9 = 0 (b) 4 a 2 -1=0 

(c) a 2 + 4a = 0 (d) 2x - a 2 = 0 

(e) a 2 - 3a + 2 = 0 (f) t 2 + 5t + 6 = 0 

(g) 4m 2 - 5 m + 6 = 0 

2. Asagidaki denklemlerin cozum kiimesini bulunuz. 

(a) V2x -- 3 + a = 3 

(b) 3xTT + a - V 4x 

(c) a 4 -16 = 0 

( 9 ) a 4 + 3a 2 — 4 = 0 

(d) 4 X ~ 3. 2 X + 2 = 0 


2 < a 2 - 4a - 3 < 18 esitsizliginin 90 ziim kiimesini 
bulunuz. 

Lx 2 - 3a - 41 < 6 e§itsizliginin 9oztim kiimesini bu- 
lunuz. 

Her a e R icin 

a 2 - 2 (4m -1)a + 15m 2 - 2/?;- 7 > 0 
olmasi icin m ne olmalidir? 

(m + 1)a 2 - 4a - 2(2/11 + 1) = 0 

denldeminin farkli ve ger9ek (reel) iki kokiiniin ol- 
masi kin m ne olmalidir? 



Asagidaki denklem sistemlerini 9dziiniiz. 

(a) F + ^ 38 (b) k- y = 10 

[ Ay = 96 [y~ + Ay = 1 5 


Asagida denklemleri verilen egrilerin (parabollerin) 
grafigini ciziniz. 

(a) y = .a 2 - 5a - 6 (b) y = -2a 2 + 4a 

(c) y = 4 a 2 - 4a + 1 

Asagidaki denklemleri 9 dziinliz. 

(a) a* 3 - 5a 2 + 4a = 0 

(b) a 3 - 3a + 2 = 0 

(c) x 3 - a 2 - 3a - 1 = 0 

a 3 - a - 1 = 0 denldeminin rasyonel kokiiniin olma- 
digini gosteriniz. 


a 2 + (m -1)a + m = 0 denkleminin koklerinden biri 
2 olduguna gore, digeri lca9tir? 

Asagidaki egitsizliklerin 90ziim kiimelerini bulunuz. 

(a) x (a - 3) > 0 (b) a 2 + 13a + 40 < 0 

(c) a 2 - 4a + 4 > 0 (d) ^0 

a 2 - 9a 


A§agidaki denklemleri, denklemin basmda belirti- 
len bilinmeyene gore coziiniiz. 

(a) t; j-gr-v 0 t-S 0 = 0 

(b) /?; w = . (R> 0, a>0) 

(a + /?) 2 

(c) r ; S = 7t f~ + 2mi 
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Apsi ve Egimi 

Bir dogrunun Ox- ekseni ile pozitif yonde yaptigi a?iya dogrunun egim acisi, 
egim agisinin tanjantina da dogrunun egimi denir. Buna gore, cl dogrusunun egimi 
m ise 

m — tan0 
olacaktir. 


e=i2o 5 t e = 60° 



fe$itli egim acilan ve egimler 


d dogrusunun egim acisi dar agi ise egim pozitif, genis aci ise egim negatif ola- 
caktir. Yanda <jesitli egim acisi ve egime sahip dogrular ?izilmistir. ran -90° 
tanimsiz oldugundan, dii§ey dogrularin egimleri tammsizdir. 

§imdi bir dogru uzerinde / > (.v 1 , y,) , 0( x 2 , y 2 ) noktalanm secelnn. POT dik 
iicgeninde 

[QJ'l V-j — V 

tanQ^-H-r olacagindan m = — 2 — — 

\PT\ X-y-X, 



olur. Buna gore, y ve x deki degi§imler Ay = y? - y i , Av - x 2 - Xj 
ile gosterilirse 

Ay 
m - —f- 
Ax 

yazilabilir. Buna gore bir dogrunun egimi, kabaca “yiikselen” kismin “yatan 
kisma oram biciminde tammlanabilir. 



Bir dogrunun egimi, dogru uzerinde se£ilen noktalardan bagimsizdir. Yani nok- 
talar degigse de egim degi§mez. Ornegin dogru uzerinde 

P(xj , y,) , Q(x 2 , y 2 ), S(x 3 , y 3 ), R(x 4 . y 4 ) 

A & 

noktalan alrndigmda, PQT ve SRK iicgenlerinin benzerliginden, 
x 2 x 4 - x 3 

bulunur. Yani noktalar degi§tikce oran degi§memektedir. 



Bir dogru Ox eksenine paralel oldugunda Ay - 0, Ax ^ 0 olacagindan 

m - 0 olur. Dogru Oy - eksenine paralel oldugunda Ax = 0, Ay * 0 olacagindan 
m tanimsiz olur. 


21 




y 

' ch 

z d i 


\,.c 

% 






fl l \ 


a Xe, 

^ Vfe 

0 

/I 

7 H «\7 


d\ ve d 2 dogrulari paralel ise onlarin egim acilari esit. olpiilii, dolayisiyla egimleri 
e§ittir. Buna gore, 

d l // d 2 <=> m [ = nio . 

Diisey olmayan d x ve d 2 dik dogrularinin egimleri, sirasiyla m, vem, olsun. 

m, = tanB l = 

1 \HC\ 

I//SI 

olacagindan 

.mm.-! 

2 i«ci !//bi 

olur. Buna gore 

d { J_ d. 7 nij . m 2 = -1 . 




/P ( -V . y ) 
A ( a- 0 , y Q ) 


Bir dogrunun denklemini bulmak demek, onun uzerinde alman degi§ken bir 
P(x,y) noktasmin x, y koordinatlari arasinda bir baginti bulmak demektir. 

Mx 0 , Jo) noktasindan gepen ve egimi m olan dogru uzerinde bir P(x,y) noktasi 
almirsa, 

y - v n 

in = 

x-x 0 

bulunur. Buna gore dogrunun denklemi 
)’ - 3’o = Mx - a'q) 


■y 

d 

/a { 

1 ,3) 

Aw 


/ 0 


ORNEK : A(l ,3) noktasindan gecen ve Ox- ekseni ile pozitif yonde 45 derece- 
lik api yapan dogrunun denklemini yazimz. 

dziini : Egim, egim apisimn tanjanti oldugundan 
m = tan45° = \ 

dir. Buna gore dogrunun denklemi 


v-3 = 1 (,v-i) =>y = x + 2 
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y - y 0 = m (x - x 0 ) 


denklemi 

v = mx -J- (yo — ,77X o) y = nix + n 

bipiminde de yazilabilir. Su halde x in katsayisi olan sayi dogrunun egimidir. 

ORNEK : 3x + 4y + 5 = 0 denklemli dogmnun egimini bulunuz. 
ifozum : y cekilirse 
3 5 

y = -l X -4 

3 

bulunur. Buna gore olur. 

Genel olarak, denklemi 
ax + by + c = 0 
olan dogrunun egimi 



sayisidir. 

ORNEK : A(2,— 3) noktasindan gepen ve 2x + 4y + 5 = 0 dogrusuna paralel olan 
dogrunun denklemini yazimz. 

£dziim: 

2 1 

2x + 4y + 5 = 0 denklemli dogrunun egimi m - - ^ j oldugundan, denklemi 
istenen dogrunun da egimi -j olur. Dolayisiyla, istenen denklem 

y -(-3) = -i(x-2) =» x + 2y + 4 = 0 



olur. 

ORNEK: A(l,4) noktasindan gecen ve denklemi 3x + 2y + 4 = 0 olan dogruya 
dik olan dogrunun denklemini yazimz. 

^oziim: 

3 

3x + 2y + 4 = 0 denklemli dogrunun egimi oldugundan, denklemi is- 

2 

tenen dogrunun egimi — olur. O halde istenen denklem 
y - 4 = y (x - 1 ) => 2x- 3y + 10 = 0 

olur. 
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0,5.5 Sid Noktasi Vertlen Dogniorai 


isiiKiisma 


4 

Y 

d 




y B ( .v 2 , v , ) 


y 

y 

A ( .r , . y J ) 


0 .v 


MX] ,V)) ve B(x 2 ,y 2 ) noktalanndan gecen dogrunun iizerinde bir P(x,y) noktasi 
alahm. 


Vi “V, y - v, 

m - —* — -i- ve m - — — 4L 

X-) — A'. .V — Jf, 


olacagmdan 


yi-yi _ 

X, - X, X - X , 


,£( 2 , 1 ) 


ORNEK : Yandaki §ekilde \OA\ = 4. \OB\ dir. d dogrusunun denklemini 
bulunuz. 

(3oziim: B nin ordinati q ise, A nin apsisi 4 q dur. Buna gore dogrunun denklemi 

-JL + JL-l =s ,j C + 4y = 4 ( 7 

4 q q 

olur. Dogru K( 2,1) noktasindan gectiginden 


2 + 4. 1=4 q=*q = f 


d 

1 y 

<1 



X 

0 



yazilabilir. Oranti ozelliklerinden yararlanarak, bu bagmti 


y-y, x-x. 


yi--y 2 -jc 2 

biciminde de yazilabilir. 


ORNEK: A(l,3), 5(2,5) noktalanndan gegen dogrunun denklemini yaziniz. Bu 
dogru Ox- eksenini hangi noktada keser? 


^dziim: Yukandaki denklemde 


bulunur. Ox - ekseni iizerinde y = 0 olacagmdan 0 = 2x + 1 =$• x = - ~ bulunur. 

/ 1 \ 

§u halde dogru Ox - eksenini y, Oj noktasinda keser. 

Bir dogru koordinat eksenlerini (p,0) ve (0,#) noktalannda kessin. Iki noktasi bili- 
nen denkleminden yararlanarak, bu dogrunun denkleminin 

i + i = l 
p q 

olacagi kolayca gbsterilebilir. 


@A(x 0 ,>' 0 ) 



■ v f d 



1 1 


/b (2,5) 

a'i = 1 , J| = 3 , ,v 2 = 2 , y 2 = 5 

d 

i 

r%_ 


/A ( 1 .3) 

yazilirsa 


H 

/_ 


^ ~ ^ - - x ~ ^ y — 2 y + 1 




0 | 

p| 1-2 y-M+L 




-'•4 


y^A(2,5) 


3jc + 4y - 6 = 0 


bulunur. Dolayisiyla dogrunun denklemi 
x + 4y = 6 

olur. 

tya Gian UsaMsgp 

Bir A(.t 0 , y 0 ) noktasinin denklemi ax + by + c = 0 olan dogruya olan uzakhgi A 

dan dogruya indirilen [AH] dikmesinin uzunlugudur. AH dogrusunun egimi 

— dir. Dolayisiyla denklemi y - y 0 = — ( x - x 0 ) dir. 
a a 

Bu dogru ile ax + by + c = 0 dogrusunun kesim noktasi H noktasidir. A ve H 
arasindaki uzaklik hesaplanarak l bulunur. 

Yukandakiler yapildiginda 
, |a* Q + by 0 + c\ 


477V 


bulunur. 


ORNEK: A(2,5) nolctasimn 3x + 4y - 6 = 0 denklemli dogruya olan uzakhgini 
hesaplayiniz. 


Coziim: 


, 13.2 + 4.5-61 |20i „ .. . 

6 = 4- — — - = 4 binm 

V9TT6 5 


olur. 
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olur. 


Duzlemde A( 3,2) , 5(5,4) noktalarindan e§it uzak- 
hkta bulunan noktalarin geometrik yerini bulunuz. 


A (-2 ,4) noktasindan gegen ve y = 2x - 3 dogrusuna 
dik olan dogrunun denklemini yaziniz. 


Duzlemde A(3,2) , 5(1 ,4), C(5,2) noktalarindan e§it 
uzaklikta bulunan bir nokta bulunuz. 

Ko§eleri A(5,4), 5(1,0), C(-2,3) olan uggenin bir 
dikiicgen oldugunu gosteriniz. 

A§agida iki noktasi verilen dogrulann egimlerini 
bulunuz. 

(a) A(-l,2), 5(-2,-l) 

(b) A(2,-l), B(r 2, 1) 

(c) A(5,2) , 5(5,6) 

Asagida bir noktasi ve egimi verilen dogrulann 
denklemini yaziniz. 

(a) A(-l,l),m=l 

(b) A(-2,2),m = ± 

A§agida iki noktasi verilen dogrulann denklemini 
yaziniz. 

(a) A( l,3), 5(1,5) 

(b) A(2,3) ,5(-l,9) 

A§agida verilen dogrulann eksenleri kestigi nokta- 
lan bulup, grafiklerini ciziniz. 

(a) 3x + 4y = 12 

(b) V2jt-V3y = V6 

A(1 ,2) noktasindan gegen ve x + 2y = 3 dogrusuna 
paralel olan dogrunun denklemini yaziniz. 


A(1 ,2) ve x + 2y = 3, 2r -3y = -l dogrulanmn 
kesim noktasindan gegen dogi‘unun denklemini ya- 
ziniz. 


ax + by + c\ =0, ax + by + C 2 = 0 

denklemli dogrulardan e§it uzaklikta bulunan nokta- 
larin geometrik yerinin 

ax + by + ■ ■ ■ ^ - = 0 

denklemli dogru oldugunu gosteriniz. Bundan ya- 
rarlanarak 3.r + 4)' ~ 2 = 0 , 6x + 8y + 3 = 0 denk- 
lemli dogrulardan esit uzaklikta bulunan noktalarin 
geometrik yerinin denklemini bulunuz. 


A(2,3) noktasindan gegen ve orijinden 2 birim uzak- 
likta bulunan dogrulann denklemini bulunuz. 


A§agida denklemleri verilen dogru giftlerinin, eger 
varsa, kesim noktalannin koordinatlanm bulunuz. 


Koseleri A( 1,1) , 5(4,2) , C(6,4) , D( 3,3) olan pa- 
ralelkenann alanini bulunuz. 


A§agida verilen noktalann kar§ilannda denklemleri 
yazili dogrulara olan uzakhgim bulunuz. 

(a) A(2,-l), 4x + 3y + 10 = 0 

(b) 5(0,3), 5x - 12v - 29 = 0 

(c) C(-2,3) , 2x - y - 3 = 0 

(d) D(1 , -2) , x - 2y -5=0 
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Agagida denklemleri verilen paralel dogru giftleri 
arasmdaki uzakligi bulunuz. 

(a) 3x - 4y - 10 = 0 ; 6;c-8y + 5=0 

(b) 5x ~ 12y + 26 = 0 ; 5x-12y-13 = 0 

(c) 4jc-3y+15 = 0 ; 8x-6y + 25 = 0 

(d) 24 jc - lOy + 39 = 0 ; 12x-5y-26 = 0 


Yandaki §ekilde A(3,2) 
noktasindan gegen dog- 
ru goriiliiyor. 

(a -3) ( b -2) garpimi 
nedir? 



17 > 3jc + 4y + 4 = 0 ve 5.r-12y+13 = 0 denklemli 
dogrulann olu§turdugu agilann agiortaylarimn 
denklemlerini yaziniz. 

1£3 - A(-2, -1) , £( m,2) , C(l, 4) noktalarmm aym dogru 
lizerinde olmasi igin m ne olmahdir? 

J '^- 3a: - 3y + m - 1 = 0 ile x+3y = 9 

denklemli dogrular Oy - ekseni iizerinde kesi§iyor- 
lar. Bu dogrulann eksenlerle kesim noktalan A, B, 
C olduguna gore, ABC iiggeninin alani kag br 2 dir? 

3a: - y + 1 ve x + 2y + 5 = 0 denklemli dogrular, 
y — x dogrusuna paralel bir d dogrusu uzerinde ke- 
si|iyorlar. d dogrusunun denklemini bulunuz. 

,ii. ( a -l)x + 3y - 0 ve 2a: - ay = 4 denklemli dogru- 
lar dik kesi§tigine gore, kesim noktasinin koordi- 
natlarim bulunuz. 

-2* A(a -3, a + 4), B(a + 1 , a) noktalan veriliyor. 

[A£] dogru pargasimn orta noktasi II. bolgede ise A 
noktasi hangi bolgededir? 

--•3. y = a(a -1 )a: + 4 denklemli dogrunun egim agisinm 
geni§ agi olmasi igin a ne olmahdir? 

34. 5a: + 12y = 10 denklemli dogrudan 5 birim uzakta 
bulunan noktalann geometrilc yerinin denklemi ne- 
dir? 



Kenar orta noktalan />(— 1,3) , E (3,-5) , F{ 2,4) olan 
bir ABC iiggeninin ko§elerinin koordinatlarim bu- 
lunuz. 

27. x + y = l, x-2y + 2 = 0 , mx + y + 5 = 0 

dogrularimn aym noktadan gegmesi igin m ne ol- 
malidir? 

28. y = 4x dogrusu uzerinde, A(4,l) ve £(-2,3) nok- 
talanndan e§it uzaklikta bulunan noktanm koordi- 
natlanm bulunuz. 


29, y = -x + 2 denklemli dogru uzerinde, A(5,5) nok- 
tasina en yakm noktanm koordinatlarim bulunuz. 


30. x - y + 2 = 0 ve V3 x - y - 1 = 0 

denklemli dogrulann olu§turdugu dar aginin olgiisii 
kag derecedir? 
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(loziira: 



r = j JD 2 + E 2 - 4F = j 716 + 1 00 - 80 =~V36 =3 
oldugundan, merkez M(2, -5) , yarigap r = 3 diir. 

ORNEK : x 1 + y 2 + 2x - Ay - 1 1 = 0 denklemli gemberin 3x - 4y - 19 = 0 
dogrusuna en yakm noktasimn bu dogruya olan uzaldigi kac birimdir? 



Merkezi M( 2,-1) olan ve P(5,3) noktasindan gecen 
gemberin denklemini yaziniz. 


2. Merkezi M(- 3,3) de olan ve koordinat eksenlerine 

teget olan gemberin denklemini yaziniz. 


Coziim: (gemberin dogruya en yakm noktasi, merkezden dogruya indirilen dik- 
menin gemberi kestigi P noktasidir. 

.V 2 + y 2 + 2x - 4y ~ 1 1 = 0 => (x 2 + 2x) + (y 2 - 4y) - 1 1 = 0 => 


(x+ l) 2 - 1 + (y-2) 2 -4- 11 =0=* (x + l) 2 + (y-2) 2 = 16 


oldugundan, merkez M(- 1,2) yancap r = 4 diir. 




[3. ( - 1) - 4. 2 - 19| _ 30 
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= 6 birim 


Merkezi y = 8 - 3x dogrusu iizerinde bulunan ve 
koordinat eksenlerine teget olan gemberin denk- 
lemlerini yaziniz. 


A( 2,2) , B(3,l) noktalanndan gecen ve merkezi 

y = —x + 3 denklemli dogru iizerinde bulunan gem- 
berin denklemini yaziniz. 


\PH\ = \MH\ - r = 6-4 = 2 birimdir. 


r yancaph bir member ile bir dogru verilmi§ olsun. £emberin merkezinin dogruya 
olan uzaldigi C olsun. 


(1) 

t < r ise dogru cemberi iki noktada keser. 


(2) 

6 = r ise dogru gembere tegettir. 


(3) 

6> r ise dogru gemberi kesmez. 

60 

ORNEK : y = 4 dogrusunun x 2 + y 2 - 6x + 1 - m = 0 denklemli gembere teget 
olmasi igin m ne olmalidir? 


iQbziim : 

Cemberin merkezini bulalim. 


a = 

-4 = 4 = 5, b = -~- = 0 
2 2 2 
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oldugundan merkez M(3,0) dir. Bunun y = 4 dogrusuna olan uzakligi 6 = 4 bi- 
rimdir. O halde gemberin dogruya teget olmasi i$in r = 4, bunun icin de 


(m+2)x 2 +(2m + 1 )y 2 + (m-l)xy +6x-12y-6(m+l)=0 

denklemi bir member belirttigine gore bu cemberin 
merkezini ve yarigapini bulunuz. 


3x - 4y + 5 = 0 ve -6x + 8y - 5 = 0 

denklemli dogrulara teget olan §emberlerin yarica- 
pi kag birimdir? 


Merkezi y = -2x dogrusu iizerinde bulunan ve 

4x - 3y + 10 = 0 , 4x - 3y - 30 = 0 denklemli dog- 
rulara teget olan gemberin denklemini bulunuz. 


r = j sjD 2 + E 7 - 4 F = j ^36 + 0-4(1 - m) = 4 
=• A /32 + 4m = 8 => 32 + 4m = 64 

=> m = 8 
olmalidir. 


Denklemi y = 3x olan dogruya orijinde teget olan 
ve A(0,6) noktasindan gegen cemberin denklemi- 
ni yaziniz. 

A(3,0) ve B(-5 ,0) noktalanndan gecen ve yancapi 
4 birim olan cemberin denklemini yaziniz. 


10, Merkezi orijinde olan ve 3x - 4y +10 = 0 denklem- 
li dogruya teget olan gemberin denklemini bulunuz. 

11, Yarigapi r - ■v'5 birim olan ve x - 2y = 1 dogru- 
suna P(3,l) noktasinda teget olan cemberin denkle- 
mini yaziniz. 

12, Merkezi M(3, -1) de olan ve 2x - 5y +18 = 0 dog- 
rusundan 6 birimlik bir kiris ayiran denklemini ya- 
ziniz. 

13, A(1,0) noktasindan gegen ve 

2x + y + 2 = 0 , 2.v + y - 1 8 = 0 denklemli dogra- 
lara teget olan cemberlerin denklemlerini yaziniz. 

14, 3x + 4 y - 35 = 0, 3x - 4 y - 35 = 0 , at- 1=0 

denklemli dogrulara teget olan cemberin denklemi- 
ni yaziniz. 

15, Merkezi M(- 1,3) de olan cembere, uzerindeki 
P(0,1) noktasindan cizilen tegetin denklemini yazi- 
niz. 

16, y - kx dogrusu ile 

x 2 + y 2 - lOx + 16 = 0 
gemberi veriliyor. 

(a) Dogrunun gemberi iki nolctada kesmesi 

(b) Dogrunun gembere teget olmasi 

(c) Dogrunun gemberi kesmemesi 
icin k ne olmalidir? 
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a ve b , a < b olacak §ekilde herhangi iki sayi 
olsun. 

a < < b oldugunu gosteriniz. 

[( - ■ ^ — ) sayisma a ile b nin aritmctik ortalamasi 

denir.] 

x sifirdan farkli bir rasyonel sayi ve y irrasyonel 
olsun. 

X V 

x - y, x + y, x. v , — . — 

y * 

sayilarinin irrasyonel oldugunu gosteriniz. 

iki irrasyonel sayinin toplami ve garpimi daima 
irrasyonel midir? 

A§agidaki denklemleri goziiniiz. 

(a) be — 2I 2 — Lc —21 = 6 

(b) be + 21 = 12*1 


A§agidaki egitsizliklerin goziim kiimesini bulunuz. 

(a) lx 2 - 5x+'4|>x 2 - 5x + 4 

(b) |2x-3|-|x+l|>0 

(c) |x 2 -3x|>|x 2 i-l3xl 

Asagidaki onermelerin dogrulugunu gosteriniz. 

(a) a <b => -a >~b 

(b) 0 < a < b ve 0 < c < d => ac < bd 

(c) 0 < a < 1 => '7a > a 

x 3 -x - 1=0 denkleminin 1 ile 2 arasinda bir ir- 
rasyonel koke sahip oldugunu gosteriniz. 

Ko§e koordinatlari tamsayilar olan bir e§kenar iig- 
genin bulunmadigim gosteriniz. 

la + b\ — \a\ + \b\ o a. b>0 
onermesinin dogrulugunu gosteriniz. 


A§agidaki denklemleri goziiniiz. 

(a) J2xl = 2H+] 

(b) Jx+ 31 = 2[xl+5 

(c) Jx 2 -3x1 = -2 

(d) [x + Jx + W 1 1 = 6 


i i — r~ & b 

0 <a<b=> a< Jab < — - — 

onermesinin dogrulugunu gosteriniz. 

[Jab sayisma a ile b nin ov-ldamr:;: de- 

nir.] 

0 <a<b ve 4- = 4- (— + - 7 -) olsun. 

h 2 \a b) 

a < h < b oldugunu gosteriniz. [h sayisma a ile b 

nin harmonik ortaiamas; denir.] 


Hangi rasyonel x sayilari igin Q < a < b olsun. 

7x 2 + x+ 3 rasyoneldir? Jb - Ja < Jb-a oldugunu gosteriniz. 
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Bir iiggenin iki kenarimn orta noktasmi birle§tiren 
dogru pargasinin iigiincii kenara paralel ve uzun- 
lugu, iigiincii kenarin uzunlugunun yarisina e§ittir, 
gosteriniz. 


21. B = {(x,y): x s 0 , 0 <; y < 100 -x> 

kiimesi iizerinde koordinatlari tamsayi olan kag 
nokta vardir? 



22. A§agidaki onermelerin dogrulugunu gosteriniz. 

a) Bir gift saymin karesi de gifttir. 

b) Bir tek saymin karesi de tektir. 

c) Bir gift saymin kiibii de gifttir. 

d) Bir tek saymin kiibii de tektir. 

23. Her a, be R igin 

\\a\-\b\\<\a + b\<\a\ + \b\ • 

oldugunu gdsteriniz. E^itlikler hangi durumlarda 
vardir? 


13. Her a, b,ce R igin 

a.b + b c + a.c<a 2 + b 2 + c 2 
oldugunu gosteriniz. 


24. a.b* 0 ve \a\* \b\ dir. 

x- a x-b _ b + a 
b b x-a x-b 

denklemini gdziiniiz. 


19 . n > 1 igin 

M = maks {a,a 2 , ... , a n } 

m = min {a,a 2 , ... , a n } 

olsun. a mn a§agidaki degerleri igin Mvem sayi- 
larmi bulunuz. 

(1) 0 < a < 1 

(2) a > 1 

(3) -1 < a < 0 

(4) a < -1 

20, Merkezi orijinde, yarigapi y olan gemberin iize- 

rinde ve ig bdlgelerinde koordinatlari tamsayi olan 
kag nokta vardir? 


25. Ixy - ab\ < ixl ly - al + lal lx - b\ 
oldugunu gosteriniz. 

26. (x-1)* 2 - 3 *- 4 =1 

denklemini goziiniiz . 

27. xx ve yy iki basamakli birer sayidir. 

Jxx t 4yy _ 5, 

-Jyy Jxx 76" 

olduguna gore x ve y nedir? 
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Harezmi Ortacag islam Diinyasimn en biiytik Turk dehalarindan birisidir. Matematik, Astronomi, 
Cografya ve Tarih konusunda onemli cah§malari vardir. Turkistan’da Aral Golii’nun gilneyinde bulunan 
Harezm §ehrinde dogmu§tur. 

Yedinci Abbasi Halifesi Memun tarafindan Bagdat’a davet edilmi§, burada Beyt’el - Hikrae (Bilgelik Evi) 
nin mudurliigunii yapmistir. 

Haiezmi cebir biliminin babasi olarak kabul edilmi§tir. Bu iinvan, cebir konusunda ilk el kitabinm yazan 
olmasi munasebetiyle verilmistir. Islam diinyasinda cebir alanmda bir otorite olarak tanindigi gibi, bu 
matematik alaninm Avrupa’da yayginla§masinda biiyiik rol oynamistir. 

Avrupali matematikcilerin cebirle ilk kar§ila§malan, Harezmi ’nin Cebir kitabimn 12. yiizyilda Latince’ye 
cevrilmesiyle olmu§tur. Avrupa dillerinde bu matematik alanina “algebra” veya “algebre" isminin verili§ 
nedeni, Harezmi nin kitabinm admin “El - Cebr” olmasidir. Hesap yontemi manasina gelen “algoritma” 
terimi de Harezmi ’nin adindan (Alkhorizmus - AJgorisma) geldigi kabul edilmektedir. 

Harezmi’nin diger onemli bir eseri de Hint aritmetigi uzerine olan “Kitab el-Hesab el - Hindi” dir. Bunun 
arappa orjinali kayip olup Latince cevirisiyle gunumiize intikal etmi§tir. 

Harezmi nin asil onemi, ilk defa sistemli bir §ekilde cebir kurallarini sunan kimse olmasidir. 

Harezmi Cebir konusunda ax 2 = bx, ax 2 = c, x 2 + bx = c , ,v 2 + c = bx, bx + c = x 2 tipindeki denk- 
lemleri tekei teker ele alip bunlann nasil coziilebilecegini aciklami§tir. Bunlan cozerken geometri ve ozel- 
likle analitik geometriyi kullanmistir. Dolayisiyla Harezmi’nin cebirsel bir denklemin cozumiinde analitik 
geometriyi ilk kullananan matematikcilerden biri oldugunu da soyleyebiliriz. 

Harezmi, denklemleri cozerken daima pozitif kokleri bulmustur. Buldugu sonuglar, giiniimuzde kullamlan 
gdziim yontemleri ile bagda§maktadir. Harezmi’nin buldugu sonuclar, kokleri pozitif olan denklemler igin 
tarn sonuglardir. 

Harezmi, cebirsel denklemleri cozerken yapilacak iglemleri ve bu i§lemlerin sirasmi agik bir bigimde 
veren ilk matematikgidir. Bu nedenle bilgisayar ilminin temeli olan algoritmanin ve dolayisiyla bilgisayar 
programciliginm kurucusu olarak kabul edilmijtir. 


| Uygarhgin gergek dlgusii; ne niifiis goklugu, ne kentlerin bUyiikliigii, ne de j 
iiretim bollugudur. Gercek digit, iilkenin yetiytirdigi insanlann nitelikleridir. 

Ralph EMERSON j 







Bilindigi gibi yaricapi r birim olan bir dairenin alam A = rtr 2 birimkaredir. r ya- 
ngapi degistikce, A alam da degi§ir. Uygulamali bilimlerde, degi§ebilen biiyiik- 
liikler arasinda bazi bagintilann bulunmasi bazi olaylann incelenmesini kolaylas- 
tirir. Ornegin belli bir sicakhkta tutulan bir gazin basinci gazm hacmine, bir ha- 
reketlinin aldigi yolun, hareketlinin hizina ve gecen zamana bagli oldugu herkes 
tarafindan bilinir. l§te bu gibi hallerde degisen biiyukliikler arasmdaki matema- 
tiksel bagintmin sagladigi ozelliklerin bilinmesi gok onemlidir. Bu bolumde 
fonksiyon adi verilen ozel bagmtilar incelenecektir. 



*\ « 



f:A^B veya A -4— B 

biciminde gosterilir. Burada A kilmesine fonksiyonun r • • k&»,esi, B kumesine 
de degsr Uiimes; adi verilir. 

§u halde, bir/bagintisimn A dan B ye bir fonksiyon olmasi icin A tamm kiimesi- 
nin herbir elemamna B de mutlaka bir eleman karsilik gelmelidir ve kar§ilik ge- 
len bu eleman bir tek olmalidir. Ba§ka bir deyi§Ie A daki bir elemana B 1 de bir- 
den fazla eleman karsilik gelmemelidir. 

Tamm kiimesinin her bir elemamm deger ktimesinin bir ve yalmz bir elemamna 
e§leyen kural gejitli §ekillerde verilebilir. Ornegin R den R ye olan bir fonksiyo- 
nun eslestirme kuralim "Her sayiya 2 katim kargilik getirme" olarak verilebilir, 
Bu sekilde verilen fonksiyon; 

/ : x — » 2x veya fix) = 2x 
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§eklinde yazilabilir. 

Eger x in goriintiisu olan 2x say i si ba§ka bir y degi§keni ile gosterilirse, yukari- 
daki fonksiyon kisaca 

y = 2x 



biciminde gosterilebilir. 

Eger/ fonksiyonu, tanim kiimesinin x elemanini deger kiimesinin y elemam ile 
egleftirirse x in f altindaki goruntiisu y dir denir ve 

y=rn 

bifiminde gbsterilir. x tanim kiimesinde degi§tikce, ona bagli olarak y de deger 
kiimesinde degigir. 


Bu nedenle 


y=fix) 


bagintisi yardimiyla bir fonksiyon tammlandigmda x elemanma 
degi§ken,y elemanma bagimh degi§ken adi verilir. 


ORNEK : Bir karenin alani, onun bir kenar uzunlugunun fonksiyonu mudur? 


16 

A =4.16 = 64 J 4 
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Bir kenannm uzunlugu k olan bir karenin A alani, 

A = k 2 

dir. Her k igin bir ve yalmz bir A vardir. Yani bir kenarmm uzunlugu verildiginde 
?izilecek karenin bir tek alani vardir. Dolayisiyla karenin alani, bir kenarimn 
uzunlugunun fonksiyonudur. 

ORNEK : Bir dikdortgenin alani, onun ?evresinin bir fonksiyonu mudur? 
f oziim : 

Bir dikdortgenin alani, onun fevresinin bir fonksiyonu degildir. f unkii 9evresi 
aym olan dikdortgenlerin alanlari farkli olabilir. Omegin ^evresi 40 cm olan iki 
dikdortgen farkli alanlara sahip olabilir. Eni 4, boyu 16 cm olan dikdortgenin 
alani A — 4 . 16 = 64 cm 2 oldugu halde, eni 9, boyu 1 1 cm olan dikdortgenin alani 
A - 9.11 = 99 cm 2 olur. Gbriildugu gibi bir 9evreye birden 90k alan kar§ilik 
gelmektedir. 

Fonksiyonlarla ilgili a§agidaki hususlann bilinmesinde yarar vardir : 

x, /(x) ve / farkli §ey!erdir. Zirax, A tanim kiimesinin fix) de B deger kiime- 
sinin elemamdir./ise, A mn x elemanini B nin/(x) elemanma ddniigtiiren bir var- 
liktir. Fakat ali§ilmi§ oldugu i9in, fonksiyonlar 19m ‘%x) fonksiyonu”, “y -fix) 
fonksiyonu” gibi gdsterimler ve soylemler de kullamlabilir. 
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Eger Ac R , B c R ve / de A dan B ye bir fonksiyon ise, bu fonksiyon bir reel 
deglgkensli ve reel degerli fouksiyondur denir. 

Reel degi§kenli ve reel degerli bir / fonksiyonu verildiginde, / nin tanim ku- 
mesi fix) ifadesini reel yapan tiim x noktalannm kiimesidir. 


fix) - Vl -x 2 bi9iminde tanimlanan fonksiyonun tanim kiimesini bulunuz. 


-1 0 1 

/ 1 -x 2 nin tanim kiimesi 


f oziim : 

yfl -x 2 e R olmasi i9in 1 - x 2 > 0 => x 2 ^ 1 => -1 < x A 1 olmalidir. 

O halde verilen fonksiyonun tanim kiimesi [-1,1] araligidir. 

/ : A -> B fonksiyonu verildiginde { (x,/(x) ) : x e A} kiimesine/nin giafigi 
denir. Bu noktalar x O y diizleminde i§aretlendiginde fonksiyonun grafigi 9izil- 
mi§ olur. 

Reel degerli bir / fonksiyonu verildiginde fix) = 0 e§itligini saglayan x eleman- 
lanna / fonksiyonunun sifir yerleri veya kbkleri denir. 


TANIM : 

/ ve g aym kiime iizerinde tammli fonksiyonlar ve bu kiimenin her x ele- 
mam i9in fix) = g(x) ise, file g fonksiyonlari e§ittir denir ve /= g bi9i- 
minde gbsterilir. 


ORNEK : / : R -4 R , fix) = x 2 - 1 ve g : R -» R , g(x) = (x - 1) (x + 1) 
fonksiyonlari egittir, zira her x e R i9in 

x 2 - 1 = (x - 1) (x + 1) 
dir. 

TANIM : 

/ve g iki fonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun f+g toplami, f-g farki, 

f 

/. g 9arpimi ve — bblumu 
8 

(f+ g fix) =fix) + g(x) 

(f-g)(x)=fix)-g(x) 

(f ■ gfix) -fix). g(x) 

(f! gfix) = fix) I g{x) 
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seklinde taniralanir. Burada f+g , f-g ve f.g fonksiyonlari/ve g fonk- 
siyonlarinin tammli oldugu turn noktalarda, f/g fonksiyonu da g(x) = 0 
denklemini saglayan x ler harig diger turn x ler igin tammlidir. Bir / fonk- 
siyonunun bir c sayisi ile garpimi da 

(c.j) (x) = c .f(x) 
seklinde tammlanir. 


ORNEK : f:R-+R, fx) = x 2 , g : R R , g(x) = x - 1 
fonksiyonlari igin/ + g, f-g, f.g ve fonksiyonlarim bulunuz. Bu fonk- 
siyonlann tanim kiimelerini belirtiniz, 

Coziim : 

(f+g) (x) = x 2 +x- 1 
(f-g) (x) = x 2 ~x + 1 
(f. g) (x) = x 2 (x - 1 ) = x 3 - x 2 




olur. Ilk iic fonksiyonun tamm kiimesi R reel sayilar kumesi, son fonksiyonun 
tanim kiimesi R \ { 1 } dir. 


TANIM : 

f : A~+ B bir fonksiyon, EczA ve F cz B olsun. 

f(E) = {/(x) : x e E} 
kiimesine E nin / aitmdaki g5rur.tti.sy, 
f'(F) = {x:fix) e F} 

kiimesine de F nin/ aitmdaki >?: ..••• «; denir. 

f(A) kiimesine de fonksiyonun gSritniii ktimesi adi verilir. 

Yandaki sekilden de goruldiigii gibi fiA) goriintii kumesi B deger kiimesinin alt 
ktimesidir. Yani her / : A —> B fonksiyonu igin 

f(A) c B 

dir. 


B =/(A) 


TANIM : 

f:A-+B fonksiyonu icin 



m = b 

oluyorsa / fonksiyonuna orten fonksiyon, aksi taktirde fonksiyona icine 
fonksiyon adi verilir. Buna gore eger / ortense B nin herbir elemam A daki 
en az bir elemanm goriintii siidiir. 


ORNEK : R den R ye tammli fix) = x 2 fonksiyonu igine fonksiyon, 
g(x) = x - 2 jeklinde tammlanan g : R R orten fonksiyondur. 

Ciinkii fiR) = /? + u {0} * R ve g(R) = R dir. Bu iki fonksiyonun grafikleri yan- 
da verilmi§tir. 

Ox eksenine paralel olarak cizilen dogrular y = x 2 paraboliinii en az bir nokta- 
da keser mi? Aym soruyu y = x - 2 dogrusu icin cevaplandinmz. Bu sonuglar 
grafigini bildiginiz fonksiyonlann orten olup olmadigmi anlammiza yardimci 
olabilir mi? 


TANIM : 

/ : A — » B fonksiyonu verildiginde farlch elemanlarm goriintiileri de farkli 
ise / fonksiyonu birebird ir denir. 

Bu tanim, sembollerle daha kisa olarak §oyle verilebilir : 

(a) [x, * x 2 ^fix^Xfixf)] &f birebirdir. 

(b) \fixf =fix 2 ) x, = x 7 ] <=>/ birebirdir. 

TANIM : 

Bir / fonksiyonu hem birebir hem de orten is e/ fonksiyonu Nr 
denir. 


ORNEK : f:R-+R , fix) = 2x + 3 fonksiyonu birebir orten midir? 

t- v r = 2.v+3 

[ - Qoziim : 

Xj * x 2 ise, 2x, * lx 2 => 2x, + 2 + 2x 2 + 3 => fix } ) *fixf) dir. 

Su halde/ birebirdir. v e R verilmif olsun. 2x + 3 = y olacak sekilde bir x reel 
sayisi vardir. Gercekten x = ' y olur. 

Birebir bir fonksiyonun grafigi verildiginde. Ox - eksenine paralel olarak gizilen 
dogrular grafigi en fazla kag noktada keser? 
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I R fonksiyonunun grafigi 


TANIM : 

/, A dan A ya bir fonksiyon olsun. Her x e A i?in 
fix)=x 

ise / fonksiyonuna birim (ozdeglik) fonksiyon denir, I A ile gosterilir. 

/ R fonksiyonunun grafigi yanda verilmi§tir. 

TANIM”: 

/: A -» B ve g : B -4 C fonksiyonlari verilmi§ olsun. Bu taktirde g fonk- 
siyonu /(A) daki her fix) elemamm C kumesinin bir g(fix)) elemanma do- 
nu§tliriir. Boylece A mn her bir x elemamm C nin bir z - g(fix )) elemanma 
donii|turen yeni bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona/ile g fonksiyonla- 
nnin bileskesi denir ve gof ile gosterilir. 



gof 

Bilefke Fonksiyonu 


ORNEK : R den R ye tammli fix) = 3x - 1 ve g(x) = x 2 fonksiyonlari igin 
(goj)(x) ve (/bg)(x) ifadelerini bulunuz. 


(go/) (x) = g(fix)) = g(3x - 1) = (3x - l) 2 = 9x* - 6x + 1 
(fog) (x) =fig(x)) =fix 2 ) = 3x 2 - 1 

olur. 

Yukaridaki ornekten de goriildugii gibi , genelde 
fog * gof 
dir. 



TANIM : 

/ : A -4 B fonksiyonu birebir orten olsun. 

(gof) (x) = x ve (fog) (y)~y 
e§itliklerini saglayan g fonksiyonuna / nin 

Bu tamma gore, 

r'o/=/ A ; /o/- 1 = /„ 

olacaktir. 


tersl denir, f~ l ile gosterilir. 
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A,B c R ve f, A dan B ye birebir orten bir fonksiyon olsun. y =/“'(x) denk- 
lemini elde etmek i<jin y =fi.x) denkleminden x cekilip, x yerine y, y yerine x 
koymak gerekir. O halde (a,b) , y =fix) uzerinde bir nokta ise, (M, y =f~ ] (x) 
uzerinde bir noktadir. (a,b) ve (b,a) noktalari y = ,v dogrusuna gore, simetrik 
noktalar oldugundan a§agidaki onerme dogrudur : 

y=fix) ve y =/“' (x) egrileri y = x dogrusuna gore simetriktirler. 


ORNEK : f:R-*R, fix) = x 3 + 1 fonksiyonunun, eger varsa tersini bulup 
grafigini ciziniz. 

C6ziim : / fonksiyonu birebir ve orten oldugundan tersi vardir. 
y = A- 3 + 1 => A' 3 = y - 1 => x = y'y - 1 oldugundan 

f~\x) = 

olur. 

Bu fonksiyonun grafigi y = x 3 + 1 nin gratiginin y = .v dogrusuna goie simetrigi 
olacagindan yandaki gibi olacaktir. 


\ >■' 

j artan fonksiyon 

0 

azalan fonksiyon 

y 

1 



7 c 
/ 

. it v j 

1 

1 

azalma 

yan fonksiyon 


Ac R ve / : A -4 R bir fonksiyon olsun. 

A mn bir E alt kumesinin x, < x 2 §artim saglayan her x u x 2 elemanlari i?in 
fix ] )<fix 2 ) ise / fonksiyonu E uzerinde artan,. /lx,) sfixf) olursa azaima- 
yandrr denir. Benzer olaralc, E kumesinin <x 2 sartini saglayan X],x 2 ele- 
manlari ifin fix ] )>fix 2 ) oluyorsa / fonksiyonu azalan, fixfi^fix 2 ) ise 
artmayandir denir. Bir arahk uzerinde tammli bir fonksiyon tamm araligi- 
mn tamami uzerinde artan veya azalan ise fonksiyona kesin olarak mohoton- 
dur, artmayan veya azalmayansa monoiondur denir. Eger bir fonksiyonun ta- 
mmli oldugu her sonlu aralik, fonksiyonun monoton oldugu, sonlu sayida alt 
araliga bdliinebiliyorsa, bu fonksiyona pariah monoton fonksiyon adi verilir. 


Verilen bir fonksiyonun grafigi pizildiginde. 


(b) Eger fonksiyon kesin olarak monoton azalan ise, grafik uzerinde alman her- 
hangi iki noktadan solda olam sagda olanmdan daha "yukaridadir", 

(c) Eger fonksiyon monoton azalmayan ise, onun grafigi uzerinde alman iki nok- 
tadan solda olam sagda olamn "yukarisinda" olamaz. 
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y 

\ 

Ax. fix)) 
/ i 
( §;. 

-Y 

0 .v 

cift fon 

vsiyon 

V 

(-V ,/f.v) 

-.Y 

XT 

! / 

0 .V 


(-.r. /(.*)) ' 

Tek fonksiyon 


ORNEK: R de/(x) = 2x + 4 ve g(x)=x 2 bigiminde tammlanan / ve g fonk- 
siyonlarmin monotonluk durumlanm inceleyiniz. 

£oziim : 

fix) = 2x + 4 tin grafigi yanda verilmi§tir. Grafikten de goriildugii gibi / fonksi- 
yonu artandir. 

Zira x, < x 2 ise, 2x { + 4 < 2x, + 4 => //,) </(x 2 ) olur. 

g(x) = x 2 fonksiyonu (-<», 0) arahginda azalan, [0, +<») araligmda artandir. 
Dolayisiyla bu fonksiyon monoton olmayip parcali monotondur. 


TANIM : 

Eger x e A oldugunda -x A oluyorsa, A ktimesine bir simetrik kiime de- 
nir. Simetrik bir A kiimesi iizerinde tammlanan bir/ fonksiyonu igin 

fi-x) — fix) oluyorsa / fonksiyonu bir gift fonksiyondur denir. 

Eger her x eA igin fi-x) = -fix) oluyorsa / fonksiyonu bir tek fonksiyon- 
dur denir. 

ORNEK : R den R ye tammli 

fix ) = x 2 + 1 , g(x) = x 3 , h(x) = x + 2, fix) - 0 
kurallanyla verilen f g, h ve k fonksiyonlarinm hangileri tek, hangileri gifttir? 

Coziim : 

Herx e R igin fi-x) = (-x) 2 + 1 =x 2 + 1 - fix) oldugundan / gift fonksiyon- 
dur. 

Her x e R icin g(-x) = (-x) 3 = -x 3 = -g(x) oldugundan g fonksiyonu tek fonk- 
siyondur. 

h(-x) = -x + 2 ifadesi ne h(x) ne de -fix) oldugundan h fonksiyonu ne tek ne 
de gifttir. 

fi-x) - 0 = fix) ve fi-x) = 0 = -fix) oldugundan fix) = 0 fonksiyonu hem tek 
hem de gifttir. 


/ gift fonksiyon oldugunda, eger (x,/(x)) noktasi onun grafiginin bir noktasi ise, 
(-a:, fix)) noktasi da grafigin bir noktasidir. Diger taraftan (x,/(x)) ile (~x,/(x)) 
noktalan y- eksenine gore simetrik oldugundan / nin grafigi y- eksenine gore 
simetriktir. 

Benzer dugiinceyle, tek fonksiyonlarin grafiklerinin 0(0,0) orijin noktasma gore 
simetrik olduklan gosterilebilir. 



1. A = (0, 1, 4, 9} ve fix) = fix olduguna gore, 
fiA) nedir? 

2 . fix) = 3x + 5 igin nedir? 

3 . fi2x) = 3x bagintisim saglayan / fonksiyonu igin 
fiO) ,/^-|-j ve /^yj degerlerini bulunuz. 

4 . A§agidaki reel degerli fonksiyonlarin tanim kiime- 
lerini bulunuz. 

(a) fix) = V 4 - x 2 

(b) fix) = Vx 2 - 9 
(0 

Vl ~x 

(d) Ax)= (^r 

(e ) f (x} = -JL 

3. fix) = fix + 1 , g(x) = — icin a§agidaki ifadeleri 
hesaplaymiz. 

(a) (f+g)( 3) (b) (f-g) (8) 

(c) (f.g)(- 2) (d) (2/+ 3g) (15) 

(g) 2f 2 (g) + 3g(y) (f) y (35) 

(e) / 2 ( 24) (g 

6. fix) = x 2 + 1 , g(x) = x 2 - 1 igin a§agidaki ifadeleri 
hesaplaymiz. 

(a) m2)) (b) fig( 1)) 

(c) g(/t~D) (d) g(g(0)) 

(e) g<fiD) (f) fififim 


f 

7, A§agidaki fonksiyonlar igin / +■ g, f- g, fi g ve -- 
fonksiyonlarin! bulunuz. 

(a) fix) = x + 1 g(x) -x 2 + 2x- 3 

(b) fix) =fix g(x) = fix -2 

(c) /(x) ^ V77T g(x) = J— 

fiA-x 2 

(?) fix) - x 2 + 2, g(x) = fix 

s. ««-■& 

(fof) (x ) . (/i>s)W, tgof) (x). tg«g) !;<) 
ifadelerini hesaplaymiz. 

9, Her x e Z + igin, fix + 1) = x 2 +/{x) 
bagintisim saglayan/ fonksiyonu igin /(10) -fil) 
ifadesini hesaplaymiz. 

10, Z + iizerinde fix + 1) = x fix) 

bagintisim saglayan / fonksiyonu igin ifa- 

desini hesaplaymiz. 

1.L !xi < 2 igin, fix) = V4 - ir olsun. 

A§agidaki e§itliklerin dogmlugunu gosteriniz. 

(a) fi-x) = fix) (b) /(a ~ 2) = fiAa - a 2 

(c) f(2b) = 2 Vl - b 2 (d) / = SAL 

(e) /(f) = ~Vl 6 -c 2 

12 , Herx,ye/? + igin, 
fix.y)=fix)+fiy) 

bagintisim saglayan/ fonksiyonu igin fil) nedir? 
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13, Her x,yeR icin, fix + y) =fix) ,f(y) 

bagintisini saglayan/ fonksiyonu icin/(0) nedir? 






(a) 

fix) = 4 

A§agidaki fonksiyon lardan hangileri birebirdir? 

(c) 

fix) = X 3 - A- + 

(a) 

/: 

/?-»/?, 

fix) = 5x + 1 

(e) 

fix) = ~T ~ 

(b) 

/: 

Z" -> R, 

f(x)=X 2 


x~ + 1 

(c) 

f- 

R-*R, 

fix) = X 3 + X 

(g) 

vx 

(d) 

/: 

R^R, 

fix) = X 2 + 1 




20 . Asagidaki fonksiyonlann hangileri tek, hangileri 
cifttir? 

(b) fix) = 


(f) fix) = 


15 . Bir dairenin cevresini alani cinsinden hesaplayimz. 


x' + 1 


21 . fix) = x 2 - 4.v + 3 fonksiyonunun artan ve azalan 
oldugu arahklan bulunuz. 


16 , A§agidaki bagintilarla tammlanan reel degigkenli 
ve reel degerli fonksiyonlann tanim ve goriintu 
kiimelerini bulunuz. 

(a) fix) - 1 + x 2 (b) fix) = -v r -T 

(c) fix) = 1 - V7 (d) fix) = vT^W 

(e) fix) = -± 


17 . / artan oldugunda -/ azalan, / azalan oldugunda 
-f artandir, gosteriniz. 


2z. 

egitliginden yararlanarak, her fonksiyonun biri tek 
biri de gift olan iki fonksiyonun toplami seklinde 
yazilabilecegini gosteriniz. 

23 . Asagidaki fonksiyoiilari biri tek biri de cift olan iki 
fonksiyonun toplami §eklinde yaziniz. 

(a) fix) = 2 

x - x + 1 

(b) fix) - ( 1 + x) ,0 ° 


8 . /, bir / araligi iizerinde pozitif tanimli olsun. 
(a) / artandir ~ azalandir. 


(b) / azalandir <=> — artandir. 
Onermelerinin dogrulugunu gosteriniz. 


19 , A§agidaki esitlikleri saglayan 

fix) = ax + b tipinde bir fonksiyon bulunuz. 

(a) fix + 1) = 2x 

(b) fi2x+3) = 3x-2 

(c) fil -x) = 5x + 1 

(d) /(f(x)) = 4x + 3 


24 . Oyle / ve g fonksiyonlari bulunuz lei, 
f+g gift, f-g tek olsun. 


25 , (a) / tek ise -/ tek midir? 
(b) / tek ise tek midir? 


(c) / 91ft ise — cift midir? 

(d) / gift ise -/ gift midir? 


26 , Artan bir fonksiyonun tersinin de artan, azalan bir 
fonksiyon tersinin de azalan olacagini gosteriniz. 


12 


BAZI OZEL FONKStYONLAR 


Bu kesimde gok kullamlan bazi fonksiyonlari inceleyecek, daha sonra bu 
fonksiyonlann tam kismi, mutlak degeri ve i garetleri iizerinde duracagiz. 



Bazi gift kuvvet fonksiyonlannin 
grafigi 


TANIM 

ne N olmak iizere, 
fix)=x» 

biciminde tammlanan fonksiyonlara kuvvet fonksiyonu adi verilir. 


n cift oldugunda kuvvet fonksiyonu gift fonksiyon olup grafigi Oy- eksenine gore 
simetriktir. n tek oldugunda kuvvet fonksiyonu tek fonksiyon olup, grafigi orijin 
noktasina gore simetriktir. Bazi kuvvet fonksiyonlannin grafikleri yanda veril- 
mi§tir. 



Bazi tek kuvvet fonkiyonlannin 
grafikleri 


TANIM 

n e N ve a 0 , a x , ler de, a n * 0 olmak iizere, sabit reel sayilar olsun. 
p(x) = a n x n + a n _ 1 x n_1 + . . . + a { x + a 0 

biciminde tammlanan p : R-* R fonksiyonuna bir polinom fonksiyon denir. 
Buradaki n dogal sayisma polinom derecesi , a 0 , a x , . . . , a n sayilarma da poli- 
nomun katsayilan denir. 


Bu tamma gore, bir polinom fonksiyonu, bazi kuvvet fonksiyonlannin bazi sayi- 
larla garpilip bunlarin toplanmasindan olu§mu§tur. 

Ornegin fix) - ax 2 + bx + c ikinci derece fonksiyonu 1 , x, x 2 kuvvet fonksiyon- 
lannin, sirasi ile c, b, a sayilanyla garpilip elde edilenlerin toplanmasindan iba- 
rettir. Polinomlar §u temel ozelliklere sahiptir : 

(a) iki polinom fonksiyonunun toplami ve garpimi yine bir polinom fonksiyo- 
nudur. 

(b) Eger r sayisi n. dereceden bir p polinomunun m katli bir kokii (sifiryeri) 
ise n - m. dereceden oyle bir q polinomu vardir ki 

pix) = (x - r) m q(x) 

olur. 


GRNEK : p(x) - x 6 + x 3 + x 4 + x 3 = x 3 (x + 1) (x 2 + 1) esitligi ile verilen p poli- 
nomunun reel koklerini bulunuz. 


Coziim : 

Kokler x s = x 2 = x 2 = 0, x 4 = -1 dir. Diger iki kok reel degildir. 
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iki polinomun bolumii bir polinom olmayabilir. Bu tip fonksiyonlar baska bir 
sinif olustururlar. 



Bir rasyonel fonksiyon paydayi sifir yapan noktalar haric diger tiim noktalarda 
tanimlidir. 


.. x~ — l 

ORNEK : fix) - — fonksiyonunun tamm kiimesini bulunuz. 

x 2 - 3x 2 - Ax 

Cdziim : x 3 - 3x 2 -4x = x(x 2 -3x~ 4) 

= x(x+ l)(x-4) 

oldu|undan fonksiyon x t = 0, x 2 = - 1, x 3 = 4 noktalarinda tanimsizdir. O 
halde tamm kiimesi R \ {-1 , 0, 4} kiimesidir. 

Her p(x) polinomu p(x) = - biciminde yazilabildiginden, her polinom bir 

rasyonel fonksiyondur. 



TAMM 

/, A dan B ye bir fonksiyon ve E c A olsun. 

Her * e E elemamna g(x) - fix) elemanmi kar§ilik getiren g fonksiyonuna 
/ nin E ye lasitlanmasi denir, ile gosterilir. 


Kisitlanmada kural degi§memekie, ancak tamm kiimesi daraltilmaktadir. 


ORNEK :f:R~$R, fix) = 2x + l fonksiyonu verilmis olsun. 

g : N — > R, g(x) = 2x + 1 fonksiyonu / nin N ye kisitlanmasidir. Dolayisiyla 
g = f Iv dir. 
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TANIM 
A c if olsun. 
fix) = W 

§eklinde tammlanan/: A -» R fonksiyonuna tam kisirn fonksiyonu adt veri- 
lir. Burada W. x sayistndan biiyiik olmayan tamsayilarin en buyugiinii g6s- 
termektir. 

3x1, n < x e§itsizli^ini geryekleyen n tam sayilannin en buyiigiinu gosterdiginden, 
p bir tamsayi olmak iizere, p <, x < p + 1 esitsizligini saglayan x reel sayilan igin 
3xJ = p dir. Buna gore 

-3< x < -2 icin 3x1 = -3, -2 < x < -1 igin 3x1 = -2, 

-1 < x < 0 igin [xj = -1 , 0 < x < 1 icin M = 0, 

1 < x < 2 igin 3x1 = 1 , 2 < x < 3 icin Jxl = 2 

ve ]31 = 3 olacagindan /(x) = Ixl |eklinde tammlanan/: [-3, 3] — > R fonksi- 
yonunun grafigi yanda verilmistir. 

§imdi tam kistm ifadesi ihtiva eden fonksiyonlann grafikleri ile ilgili bazt ornek- 
ler verelim. 

ORNEK : y - x - Ixl esitligi ile verilen/ : 3-2,21 -> R fonksiyonunun grafigini 
giziniz. 

if oziim : -2 < x < -1 igin Ixl = -2 olacagindan y = x + 2 olur. 

Benzer §ekilde -1 < x < 0 icin y = x + 1 , 0 < x < 1 icin y = x, 1 < .y < 2 

icin y = x - l ve x = 2 igin y = 0 olacagindan verilen fonksiyonun grafigi sol- 
da verilmistir. 

ORNEK : /: [-2,2] R, fix) = Ix 2 l fonksiyonunun grafigini giziniz. 

f oziim : fi-x) = [(— x) 2 l = lx 2 ! -fix) oldugundan / cift fonksiyondur. Dolayisiy- 
la grafigi y- eksenine gore simetriktir. Fonksiyonun [02] araligindaki grafigi gi- 
zilip, elde edilen grafigin Oy- eksenine gore simetrigi almabilir. 

0 < x < 1 igin 0 < x 1 < 1 => 3x 2 E = 0 

1 < x < vT icin 1 < x 2 < 2 => 3x 2 l = 1 

\/2 < x < -^3 igin 2 x 2 < 3 => [x 2 3 = 2 

VT < x < 2 igin 3 < x 2 < 4 => lx 2 ] = 3 

x = 2 igin x 2 = 4 => 3x 2 l = 4 

olur. Buna uyan grafik«yanda gizilmi§tir. 
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A a R ve /, A dan R ye bir fonksiyon olsun. 

[fix), fix)> 0 ise 
K/W, fix) < 0 ise 


|/|(*) = |JW| = 


seklinde tammlanan Ifl fonksiyonuna / fonksiyonunun mutlak deger fonk- 
siyonu denir. 


Yukandaki tanima gore, Ifl nin grafigi,/ nin negatif olmadigi yerde/ nin grafigi 
ile aynidir./nin negatif oldugu bolgede Ifl nin grafigi / nin grafiginin x- eksenine 
gore simetrigidir. Buna gore y = l/(x)l in grafigini gizmek igin y - fix) in grafigi 
fizilir. x- ekseninin list tarafinda kalan egri (noktalar) aynen birakihr, x- ekseni- 
nin altinda kalan parcalarin x- eksenine g5re simetrigi alinir. 



' V V = A- 2 -2.V 

\ 

' / 
i 
1 

\ 

i / . 

0 

\1/ 2 v 

-1 



v= Ixp —2 1 . 


/ 


-25/4 • 
v = .v"- 3x - 4 iin grafigi 


: y = |x“ - 3x - 4 1 egrisini giziniz. 

(Joziimi : Once y = x 2 - 3x - 4 egrisini gizelim. x = 0 igin y = -4, 
y = 0 igin x 2 - 3x - 4 = 0 =4> (x - 4) (x + 1) = 0 => x, = 4, x 2 = -1 bulunur. 

Tepe noktasi : x 0 = - , y 0 = (y) - 3. - 4 = olur, 

Tepe noktasi T (—■, - —j dir. 

y = lx 2 - 3x - 4l egrisini gizmek igin, Ox- ekseninin list tarafinda kalan losim 


\ 

\ -1 



-1 

V 


y = 1 !xl 2 -2 

| 

.1....^ ! 

\/ ! 

7"T\ / 

i \ / 

i ; \ / 

-2 -1 

0 1 2 x 


ORNEK : y = | lx 2 l - 2 |x|| egrisini ciziniz. 

Coziim : Once y = x 2 - 2x egrisi gizilir. x = 0 igin y = 0, 
x (x - 2) = 0 =s> x, = 0, x 2 - 2 olur. 

x 0 =l, y 0 - olacagindan Tepe noktasi T(l,-1) noktasidir. 

Oy- ekseninin solunda kalan kisim atrlip sadaki parcamn Oy- eksenine gore si- 
metrigi alinir. Boylece y = Ixi 2 - 21x1 egrisi cizilir. Ox- ekseninin iistiinde kalan 
parga aynen birakihr, eksenin altinda kalan parganin Ox- eksenine gore simetri- 
gi almirsa y = llxl 2 - 2lxll egrisi gizilmi§ olur. Grafik yanda verilmi§tir. 

Reel degerli bazi fonksiyonlann aldigi degerlerin pozitif veya negatif olusu onem 
ta§ir. Bu sebeple isaret (signum) fonksiyonu denilen bir fonksiyon tammlamr. 


- , fix) * 0 ise 


fi A a R den R ye bir fonksiyon olsun. 

f |7U)| 
g(x) = J fix) 

[0 , fix) = 0 ise 

§eklinde tammlanan g fonksiyonuna / nin i§s.ret fonksiyonu denir, sgnf ile 
gosterilir. 

/ reel degerli oldugunda bir x noktasmda ya fix) > 0 ya fix) < 0 veya fix) = 0 
dir. fix) > 0 ise = 1, fix) < 0 ise = - 1 olacagindan isaret fonksiyonu 

j\x) /u; 


\ / ; 

v =|.v~3.v-4 

/ \ 

J \ / 

aynen birakihr, alt tarafinda kalan kismin Ox- eksenine gore simetrigi alimr. 
y = lx 2 - 3x - 4l in grafigi yanda verilmigtir. 

(sgnf){x) = sgn fix) = | 

( 1, fix) > 0 ise 
0, fix) = 0 ise 

* / 

\ / 
\ i 

\ 

\ 

y =jf!xl) Egrlsiaisi £izfeal 

§eklinde de tanimlanabilir. 

[- 1 , fix) < 0 ise 


v=|.t^-3.v-4} iin grafigi 



J y= l.vl 2 -4|.v 

f 

I 

1 

\ 

j 

j 

0 2 I 

A j 

\ i I 4 r - 

\ / 

\ ! / 
\ j i 

\ / 
X-/-4 

\ : / 

....w 

v= l.vj*"— 4-1 x Iin grafigi 


y =/(lxl) egrisini gizmek igin, once y -fix) egrisinin x > 0 igin grafigi gizilir. Bu 
egrinin Oy- eksenine gore simetrigi alinir. 


: y = Ixl 2 - 41x1 egrisini giziniz. 


£dziim : )' = x 2 - 4.x egrisi x > 0 igin gizilir. Bunun Oy- eksenine gore simetrigi 
alinarak gizim tamamlanir. Grafik yanda verilmi§tir. 

y = i/(!x!}i Egdsima Cizims 

3’ = \fibA)\ egrisini gizmek icin, once y = fix) egrisi gizilir, Oy- ekseninin solunda 
kalan pargasi atilir. Diger kisnun Oy- eksenine gore simetrigi alinarak y =/(lxl) 
egrisi cizilir. Bu egrinin Ox- ekseni altinda kalan pargasinm Ox- elcsene gore 
simetrigi alinarak gizim tamamlanir. 


: fix) =x 2 -2x- 3 fonksiyonu veriliyor. sgnf fonksiyonunun grafigini 


giziniz. 


Coziim : x 2 - 2x -3-0 denkleminin kokleri x, = -1 , x 2 = 3 diir. Isaret tablo- 


X 

-1 3 

| I 

/(.V) 

+ ? " ? + 


bigiminde olacaktir. §11 halde 


(sgnf)(x 2 - 2x - 3) = 
yazilabilir. Bunun grafigi yanda verilmi§tir. 


1, x < — 1 veya x>3 ise 

0, x = - 1 veya x = 3 ise 

- 1 , - 1 < x < 3 ise 


41 
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BAZi PRATI4L ClZlMiLEM ^s-,-.- .-. ,..,„-, i ,,.y Ji , 

Bu kesimde y =f(x) egrisi verildiginde, bundan yararlanarak 

y = -Ax), y =A-x) , }’ =f(x - p) , y = f{2p - x), y = cf(x) ve y =flx) + k 
v=f(x) egrilerinin grafiklerini gizecegiz. 

— ► .v y - — fix) Egrisinin Clzirai 

(v) A(a,b) noktasi y - fix) egrisi iizerinde ise B(a, -b) noktasi da y = -fix) egrisi 
iizerindedir. Diger taraftart B(a, -b) noktasi A(a,b) noktasmm Ox- eksenine gore 
simetrigi oldugundan, y = - f{x) egrisi y = fix) egrisinin Ox- eksenine gore 
simetrigidir. 


ORNEK : y = x 2 - 4x + 5 egrisinin grafigi asagida verilmi§tir. Bundan yararla- 
narak y = — x- + Ax - 5 egrisinin grafigini ciziniz. 


\ 

■ v= - v V v+5 0 

*> 

5 

\ / 



V/ 

A 


: 

i , r 

\l \ 

0 

2 l\ 

\ 

v = - v"+4.v-5 


Ooziim : Verilen egrinin Ox- eksenine gore simetrigini aimak yeterdir. istenilen 
grafik yukanda verilmi§tir. 

v = f(-x) Egrisinin Oizimi 

A(a,b) noktasi y = fix) egrisinin bir noktasi ise B(-a,b ) noktasi da y = f(-x) 
egrisinin bir noktasidir. B{-a,b) noktasi A(a,b) noktasmm Oy- eksenine gore 
simetrigi oldugundan y =fi-x) egrisi y =f(x) in Oy - eksenine gore simetrigidir. 

ORNEK : y = x 2 + 2x egrisinin grafigi asagida verilmistir. Bundan yararlanarak 
y = x 2 - 2x egrisinin grafigini giziniz. 



Coziim :f(x)-x 2 + 2x isefl-x) = x 2 - 2x dir. O halde y = x z + 2x egrisinin Oy- 
eksenine gore simetrigini aimak yetecektir. 
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(a,b) fa + p,b) 



y = f(x - p) Egrisinin Cizmi? 

A(a,b) noktasi y =f(x) iizerinde bir nokta ise B(a + p, b) noktasi y =f(x - p) iize- 
rinde bir noktadir. 

B(a + p, b) noktasi, p pozitif ise A (a,b) nin p kadai' sagmda, p negatif ise A(a,b) 
nin Ipl kadar solundadir. 

O halde y - j{x- p) egrisini gizmek icin, y = fix) egrisini, p>0 ise p kadar sa- 
ga, p < 0 ise Ipl kadar sola kaydirmak yeterdir. 

ORNEK : y = x 3 egrisinin grafigi ajagida verilmistir. Bundan yararlanarak 
y = (x - 2) 3 ve y - (x + l) 3 egrilerini giziniz. 

Ooziim : y = x 3 egrisi 2 birim saga kaydmhrsa y = (x - 2) 3 egrisi, 1 birim sola 
kaydirilirsa y = (x + l) 3 egrisi elde edilir. 






A(a,b) noktasi y = f(x) egrisi iizerinde ise B(2p - a, b ) noktasi y =.f(2p - x) eg- 
risi iizerindedir. 

Bu iki nokta x - p dogrusuna gore simetrik oldugundan y = f(2p -x) in grafigi 
y = fix) in grafiginin x - p dogrusuna gore simetrigidir. 

ORNEK : y = f(x) = x 2 - 2x egrisinin grafigi yanda verilmi§tir. Bundan yararla- 
narak y =J { 8 -x) egrisini giziniz. 



= .v 2 - 2x in grafigi ? =/ (8 - .v) = (8 - x ) 2 -2 (8 - .v) in grafigi 


51 




Coziim : 

2p - 8 oldugundan p = 4 diir. y = /(8 - x) in grafigi verilen egrinin a* = 4 
dogrusuna gore simetrigidir. 



y = c.fix) Egrisisife CizimS 

A(a,b) noktasi y =./(x) lizerinde ise B(a.,cb ) noktasi day = c/fx) egrisi iizerindedir. 
O halde y = cfi. r) egrisini cizmek icin y =fi x) egrisinin her noktasmin ordinatmi 
c ile carpmak gerekir. 

ORNEK : y = a 3 - 3a egrisinin grafigi asagida verilmistir. Bundan yararla- 



V =.f[x) V = 2 Ax) 


Coziim : Fonksiyonunun her noktada aldigi deger 2 ile carpilirsa istenen grafik 
elde edilir. 

y = fix) -!■ k Egrisinin yidsrd 

A(a,b) noktasi y — fix) egrisi lizerinde ise B(a, b + k) noktasi y = fix) + k 
iizerindedir. k > 0 icin B(a, b + k) noktasi A(a,b) nin k birim yukansmda, k < 0 
icin k birim a§agisindadir. Buna gore y = fix) + k egrisini cizmek if in v = fix) 
egrisini, k > 0 icin k birim yukanya, k < 0 if in k birim asagiya kaydirmak yete- 
cektir. 

ORNEK : y = /(a) = -a 2 + 4a - 3 fonksiyonunun grafigi yanda verilmi§tir. 
Bundan yararlanarak y - fix) + 3 egrisini ciziniz. 

Coziim : Verilen egrinin herbir noktasim 3 birim yukari kaydirmak yeterdir. 
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Agagidaki egitliklerle tammlanan f : R -+ R fonksi- 
yonlannm grafigini ciziniz. 

(a) fix) = Ia - II 

(b) fix) = 12a! 

(c) fix) = Ia + 21 + 1 

(d) fix) = 2 lx + II 

A§agidaki egitliklerle tammlanan f : R — > R fonksi- 
yonlarimn grafiklerini ciziniz. 

(a) fix) - IaI + Ia - II 

(b) fix) = 21a- 11 + 3 be + 11 

(c) fix) = lx + 1 1 + Ixl + Ia - 1 1 

fix) = Ia - 11 + Ia - 21 egitligi ile tammlanan fonksi- 
yonunun grafigini ciziniz. Bu fonksiyonunun go- 
riintii kumesini bulunuz. 


Asagidaki e§itliklerle tammlanan / : [-2,2] — > R 
fonksiyonunun grafigini fiziniz. 


(a) 

fix) = I-aI 

(b) fix) 

= |2rl 

(c) 


(d) fix) 

= 2 IaI 

(e) 

fix) = — 3|a] 

(f) fix) 

= 1 M 1 

(g) 

fix) = I IaI 1 



Agagidaki fonksiyonlann 

tamm kumesini bulunuz 

(a) 

fix) = fil - \x\ 



(b) 

fix) = VI a - 11-2 



(c) 

fix) = fi\x\ + 4 



(d) 

fix) = Vl - IaI 



(e) 

fW = TT 




6, fix) = fix - Ia! fonksiyonunun grafigini ciziniz. 

7. A§agida verilen /fonksiyonlan icin 

£(a) = sgnfix) 

fonksiyonlarinm grafigini ciziniz. 

(a) fix) - 2a - 4 

(b) fix) = a 2 — 4 

(c) fix) = x 3 - 3x 2 - 4a 
(?) fix) = X 3 + X 2 

(d) Ax) = All 

X - 1 

(e) fix) = y'a-Ia! 

(f) fix) = IaI 

3, fix) = a 2 - 4a + 3 olduguna gore, a§agidaki fonksi- 
yonlann grafigini fiziniz. 

(a) g(x)=fi\x\) 

(b) h(x) = I fix) I 

(c) /c(a) = I AU-I) I 

9, fix) = a 2 + 2a fonksiyonunun grafiginden yararla- 
narak ajagida denklemleri verilen egrileri ciziniz. 

(a) y = 2 fix) 

(b) y — fix - 2) 

(c) y = -fix) 

(d) y = -3 fix) 

(e) y =fix + 3) 

(f) y -fix) + 1 

(g) y -fix- 1) + 2 

(h) y=fi 4 -a) 
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l’KIGONOME 





FONKSIYONLAR 

Bu kesimde once, temel trigonometrik oranlari ve bunlar arasindaki bagintilari 
hatirlatacagiz. Bilindigi gibi, aci olgiisii birimlerinden biri derecedir. 1 derece bir 
gemberin merkez agisimn tamaminm olfiisiinun 360 da biridir. Agilan ba§ka bi- 
rimlerle de olgmek miimkiindur. Yangapi 1 birim olan gemberi (birim gemberi) 
gozoniine alahm. Bu gemberde herbir merkez aciya bir gember yayi uzunlugu 
kar§ilik gelir. 

§ekilde olgiisu a olan agiya kar§ilik gelen AB yayimn uzunlugu s, olgiisii |3 olan 
agiya kar§ilik gelen MN yayimn uzunlugu t dir. a 2 [3 igin s -t t dir. 

\ 

I Birim gemberde, verilen bir aciya karsilik gelen yaym uzunluguna o agimn rad- 
M yan olarak olgiisii denir. 

Yangapi 1 birim olan gemberin gevresi 2 jt . 1 = 2jt birim, merkez agismin olgiisu 
360° oldugundan 

2 n radyan = 360° 
dir. Buna gore, 

1 radyan = ~ 57° , 1 derece = ~r = 0,02 radyan olur. 

2jt 360 




Bu bagmtilardan yararlanarak, derece cinsinden verilen turn olgiiler radyan, rad- 
yan cinsinden verilen turn olgiiler derece cinsinden yazilabilir. En gok kullamlan 
derece ve bunlara kargihk gelen radyanlar liste halinde a§agida verilmi§tir. 


! Derece 

0 1 30 

45 

60 

90 j 120 

135 

150 

180 

270 

360 





jt 2rt 

3jt 

5ji 


3jt 

2n 

Radyan 

0 ' 









! 6 

! 

4 

3 

2 3 

4 

6 


2 



Aym merkezli bir birim gemberle, bir r yangaph gember gizelim. 

CAD ve CBE daire dilimleri benzer oldugundan 

e = s , e _ ^ 

'\CA\ \CB\ ^ 1 r 
dir. Buradan 
j = r0 
bulunur. 

OKNEK : Bir gember 6 e§ pargaya boliiniiyor. Bir yaya kar§ilik gelen merkez 
agimn olgiisunii radyan cinsinden yaziniz. 

£oziim : Merkez agimn tamaminm olgiisu 2k radyan oldugundan bir pargaya 
karsilik gelen merkez agimn olgiisu 
A 2tt n 

0 = “6" = T 

radyandir. 


b4 
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Yandaki dik lingerie gore, 

r\ a . n b . n b 
cos 0 = — , sin 0 = — , tanU = — 


sec 0 = — . esc 0 = 4 - , cot 0 -~ 
a b b 


Herhangi bir 0 verildiginde, ona karsilik gelen trigonometrik degerleri hesapla- 
mak kolay olmayabilir. Bu nedenle bunlar igin trigonometri cetvelleri denilen 
bazi cetveller verilmistir. Fakat bazi ozel 0 degerleri icin bu ifadeleri hesaplamak 
50 k kolaydir. 

Bir kenarimn uzunlugu 2 birim olan bir eskenar iicgen ile bunun bir yiiksekligini 
?izelim. 

71 V3 k 1 . k 1 . 7C v3 

cos — = — - . cos — — — , sin — = — , sin — = -r— 

6 2 32 62 3 2 


tan — = — , tan — = v3 
6 V3 3 


Simdi, bir dikkenar uzunlugu 1 birim olan dikiicgeni cizelim. Dar acilann 0 I 5 U- 
leri radyandir. Buna gore 

cos — - 1 _ 42 s | n jr _ 1 _ 42 n _\ 

cos T~~JT~~ ’ Sin "4" ~ ~JT' - ~2~ ’ an 4 " 



§imdi birim 9 emberi gozdniine alarak, trigonometrik oranlann degerlerini ve 
i§aretlerini inceleyelim. 

I. Bolgede bir noktanin apsis ve ordinatlari pozitif oldugundan, 0 < 0 < -- icin 

cos 0 > 0 , sin 0 > 0 
dir. 

II. Bolgede apsisler negatif, ordinatlar pozitif oldugundan -y < 0 < % i$in 

cos 0 < 0 , sin 0 > 0 

olur. 

III. Bolgede apsis ve ordinatlar negatif oldugundan, jt < 0 < igin 

cos 0 < 0 , sinO < 0 

olur. 
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fill 



IV. Bolgede apsisler pozitif, ordinatlar negatif oldugundan, 3 -y c 0 < 27r icin 
cos0>O, sin0 < 0 

olur. 


ORNEK 1 cos ■— ve sin ifadelerini hesaplayimz. 

Coziim : olciilii aciya kargilik gelen nokta II. bolgededir. P noktasinin koor- 

1 fX 

dinatlari x = --r- , ? = — °l aca g in(1 an 


2tc 1 • 2tc V3 

cos __ = __, sin— = — 


Yukaridaki omekten de goriildiigii gibi 


cos (jt - 0) = -cos0 ve sin(Jt - 0) = sin0 


dir. Bu yol izlenerek bircok ozel acimn trigonometrik oranlari hesaplanabilir. Bu 
ozel degerlerin trigonometrik oranlanni bir table halinde verelim. 


0 sin 0 cos 0 tan 0 cot 0 


0 

0 

1 

0 

tanimsiz 

Jt/6 

1/2 

V3 12 

1/43 

43 

n/4 

42 / 2 

42 / 2 

1 

1 

jt/3 

43 12 

1/2 

43 

1 / 43 

■all 

1 

0 

tanimsiz 

0 

23i/3 

43 12 

-1/2 

-43 

-1/43 

33T/4 

42 i 2 

-42/2 

- 1 

-1 

5 jt/6 

1/2 

-43 12 

-1/43 

-45 

jt 

0 

-1 . 

0 

tanimsiz 


Trigonometrik oranlar arasmdaki temel bagintilar a§agida verilmigtir. 
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bagintilari elde edilir. Birinci ve u^uncii bagintilarda a + P = p, a - fi = g 
konursa 

„ . p + q p- q 

sinp -t- sing - 2 sin cos 

2 2 


0 p+q p-q 
cos p + cos = 2 cos 2 cos 2 --”- 

e§itlikleri elde edilir. 

Herbir x yay uzunluguna bir sinx ve bir cosx kar§ihk geldiginden 

f(x) - sinx ve g(x) = cosx 

fonksiyonlarina ve bunlar yardimiyla tanimlanan 

* sinx 1 

tanx = , secx = — , 

cosx cosx 


CSCX = — r~ — 
sinx 


cotx = 


1 


tanx 


cosx 

sinx 


fonlcsiyonlarina trigonometrik fonksiyonlar adi verilir. 


TAMM 

f:A->R fonksiyonu verilmi§ olsun. 

Her x e R i?in 
fLx+T) =/(x) 

olacak §ekilde bir pozitif T sayisi varsa/fonksiyonu bir periyodik fonksiyon, 
T sayisina da/nin bir periyodudur denir. T sayilarinm bir en kugugii varsa bu 
en kiigiik periyoda fonksiyonun esas periyodu veya kisaca periyodu denir. 


ORNEK : J{x) = x - [xj fonksiyonu periyodik midir? Periyodik ise esas periyo- 
dunu bulunuz. 


ipoziim : m bir pozitif tamsayi ise 

j{x + m ) = x + m - lx + ml = x + m - ( JxJ + m ) 
= x + m - Ixl ~m = x- W ~f(x) 



/(*)=* 



olur. §u halde her pozitif tamsayi birer periyottur. Bunlann en kiipugii 1 olduguna 
gore,/nin esas periyodu 1 dir. Su halde /(x) = x - [xl in grafigini 1 birim uzun- 
lugundaki bir aralikta cizmek yeterdir. Zira diger parpalar bunun arka arkaya 
kopyalanmasindan ibaret olacaktir. Verilen fonksiyonun [0,1] araligindaki 
grafigini cizelim. 


0 < x < 1 icin 


[xl = 0 oldugundan f(x) = x olur. x 


icin/(x)=0 dir. 
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ORNEK : fix) = sinx fonksiyonunun periyodik oldugunu gosterip esas periyo- 
dunu bulunuz. Bundan yararlanarak / : R R, fix) = siax fonksiyonunun grafi- 
|ini ciziniz. 

Coziim : 

fix + T) =fix) => sin(x +T) - sinx => 

siax cos T + cosx sinT = siax => 

cosT = 1 ve sin7'=0 olmali => T=k. 2n 

olur. §u halde 2 jt nin turn tamkatlari birer periyottur. Bunlarin en kiigiigii 2n 
oldugundan /(x) = sinx in esas periyodu In dir. §u halde [0,2a] araliginda gizim 
yapmak yeterdir. Diger pargalar bu parcanm tekrarindan ibaret olacaktir. 

[0,2jt] araligindaki ozel degerler igin bulunan noktalar birlegtirilerek egri gizilir. 



fix) = cosx fonksiyonunun da esas periyodunun 2n oldugu benzer §ekilde goster- 
ilebilir. 

sin(x + ) — cos x 

oldugundan, /(x) = cosx in grafigini gizmek igin sinx egrisinin herbir noktasim -~ 
kadar sola kaydirraak yeter. Boylece afagidaki grafik elde edilir. 




1 

i y 

fix) - COS X 

■ -5Jt/2/ 

\-3ji/2 | -31/ 

l/^ 

\n/2 

, 3x!2/ ' V 5n/2 

-3n / -2k 


r 0 

\ 

- -1 

K y/ 2% 3 3D 
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fix) = tanx fonksiyonunun periyodu ttolup, grafigi yanda verilmistir. 
fix) = tan x = ~~~ oldugundan, bu fonksiyon cosx * 0 igin tammlidir. cost = 0 
denkleminin kokleri, k tamsayi olmak iizere, x = (2k + 1) ^ sayilandir. O halde 
tanx fonksiyonu x = (2k + 1) ^ noktalarinda tammsizdir. tanx tek fonksiyon ol- 
dugundan grafigi orijine gore simetriktir. 



1 Y ]\ 

IV “ cot A 


\ \ 

\ 


\-xl2 \ ji/2 


\ 

' 

\ ° \ 
\ 

\ 

X v 

1 


fix) = cotv: in grafigi 


\ / 



fix) = secx in grafigi 



fix) - cscx in grafigi 


f(x) = cotx = CQSJC fonksiyonu xtkn igin tammlidir. Bunun esas periyodu n dir. 
sinx 

Grafik yanda verilmi§tir. cotx tek fonksiyon oldugundan grafigi orijine gore 
simetriktir. 

f(x) = secx = — - — , x * (2k + 1) — , (k e Z) fonksiyonu 2 ji periyodlu bir 
J cosx 2 

fonksiyondur. Ayrica gift fonksiyon oldugundan grafigi Oy- eksenine gore 
simetriktir. 

Fonksiyonun grafigi yanda verilmi§tir. 

fix) = cscx = -4^- , x* kn (k e Z) fonksiyonu 2 n periyotludur. Aynca tek 

fonksiyon oldugundan grafik orijine gore simetriktir. Fonksiyonun grafigi yanda 
verilmi§tir. Trigonometrik fonksiyonlann esas periyotlarmi a§agidaki teorem yar- 
dimiyla kolayca bulabiliriz. 


TEOREM 1.1 : 

m bir pozitif tamsayi aveb, a * 0 olmak iizere reel sayilar olsun. 

(1) sinx ve cosx in periyodu 2 jt, 

(2) tanx ve cotx in periyodu n, 

(3) sin(ax + b) ve cos(ax + b) nin periyodu , 

(4) tan(ox + b) ve cot(ax + b) nin periyodu , 

(5) sin 2m (ax + b) ve cos 2m (ax +b) nin periyodu --- , 

(6) sin 2m ~\ax + b) ve cos 2m ~ l (ax + b) nin periyodu , 

(7) tan m (ax + b) ve cot m (ax + b) nin periyodu •— dir. 



I# 

' 

I 

l 

j 
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ORNEK i f(x) = sin 4 * + cos 4 * in esas periyodunu bulunuz. 

£ oziim : sin 4 * ve cos 4 * in esas periyodu Ji dir. 

§u halde/nin bir periyodu k dir. Fakat bunun esas periyot olmasi gerekmez. 
Genjekten 

fix + y ) = sin 4 (* + y ) + COS 4 (* + y ) 

= { sin* cos y + cos* sin y ) 4 + ( cos* cos y - sin* sin y ) 4 
= cos 4 * + sin i x = f(x) 
oldugundan — de bir periyottur. 

ORNEK : /(*) = sin 2 * ve g(x) = cos 2 * fonksiyonlanmn periyotlanni bulunuz. 

fix) + #(*) = sin 2 * + cos 2 * periyodik midir? Bu fonksiyonun esas periyodu var 
midir? 

Cdziim : /(*) = sin 2 * ve g(*) = cos 2 * fonksiyonunun periyodu jt dir. 

fix) + g(*) = sin 2 * + cos 2 * = 1 dir. Bu fonksiyon periyodiktir. 

gtinkti her T > 0 icin fix + T) + g(x 4 T) =f(x) + g(x) = 1 dir. 

Her pozitif T sayisi bir periyottur. Pozitif reel sayilann en kiitjugii mevcut olma- 
digmdan esas periyot yoktur. 

Yukaridaki iki omekten §u sonug cikarilabilir : 


SONU£ 1.1 : 

/ ve g nin esas periyodu T is e/± g nin de bir periyodu T dir, fakat bu T esas 
periyot olmayabilir. Hatta/± g nin esas periyodu olmayabilir. 


Genel Matematik derslerinde kullamlan iki onemli teoremi ispatsiz olarak ifade 
edelim. Bunlann ispati Orta ogretim kitaplarinda bulunmaktadir. 


TEOREM 1,2 (Stasis Teoremi) : 

ABC tiggeninin gevrel cemberinin yari^api R olsun. 
Q = b _ c _ 2R 
sin A sinB sinC 

dir. 


ORNEK : Bir ABC iicgeninde mi A ) = 75° , m{B) = 60° , IABI = c = 8 br 
olduguna gore 1ACI kenar uzunlugunu bulunuz. 

Coziim : m(C) = 180° - (m( A ) + m(B) ) 

= 180° -(75° + 60°) 

= 45° olur. 

b _ c __ b = 8 b _ 8_ 

sinB sinC sin 60 sin 45 V3 v'2 

2 2 ' 

=» b = ^ yJ - = 4 V6 br olur. 



TEOREM 1 3 (SCosmus Teoremi) : 

Bir ABC iicgeninde, IBCI = a, IACI = b ve IABI = c olsun. 
Uggenin kose agilarmm ol^illeri A, B, C ise 

a 2 = b 2 + c 2 - 2 be cosA 
b 2 = a 2 + c 2 - lac cos B 

c 2 = a 2 + b 2 - lab cosC 
dir. 



A 

ORNEK : Bir ABC iicgeninde a = 3 birim, b = 5 birim ve m(C)-= 120° ise, 
c kac birimdir? 

ifoziim : Kosiniis teoreminden 
c 2 -a 2 + b 2 - lab cos C 
= 9 + 25- 2.3.5. (-y) 

= 9 + 25 + 15 = 49 
olur. O halde c = 7 birimdir. 


fix) = sin* fonksiyonu |-y , yj araligina kisitlamr, deger kiimesi olarak [-1 ,1] 

arahgi alxmrsa, bu fonksiyon birebir orten bir fonksiyon olur. Bu fonksiyonun 
grafigi yanda cizilmi§tir. Bu egri y = sin* egrisinin J-y , y] araligina karsilik 

gelen parfasindan ibarettir. Bu fonksiyonun tersine a-fcsintts fonksiyonu denir, 
kisaca arcsin veya sin" 1 ile gosterilir. §u halde arksiniis fonksiyonu, tamm kiimesi 


sin: 


f —>[-1,1] fonksiyonunun grafigi 
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, y 

Jt/2 

, v = Arc 

-1 

A . 



0 1 A - 


/ 

-Jt 12 


I 2 ’ 2 J 

fonksiyonunun grafigi 


[-1,1] ve deger kiimesi [-y,-y] olan bir fonksiyondur. Ters fonksiyonun 
grafigi, esas fonksiyonun grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigi olacagindan, 


arcsin : [-1,1] — > — 2. JE. 

J 2 ’ 2 \ 


fonksiyonunun grafigi yandaki gibi olacaktir. 
Yulcaridaki afiklarnalara gore 


Vs" / i 

, : arcsin -y- ve arcsin I-— ifadelerini hesaplayimz. 


cos : [0,jt] — > [-1 , 1] fonksiyonunun grafigi 



■y 



Jt 


; X 

X 




X 

\ 

-1 

0 1 ^ 


arcsin -y- = u <=> sinw = ~ arcsin =f olur. 

arcsin (-y) = ^ - y = sinf <=> t = <=> arcsin (-y) = 

Benzer sekilde, kosinus fonksiyonunun [0, Jt] araligina kisitlanmasi olan 
cos : [0, jt] [-1,1] 

fonksiyonu birebir orten oldugundan tersi vardir. Bu ters fonksiyona arkkosinus 
fonksiyonu denir. Arccosjc in anlami kosinusti a olan yay demektir. Buna gore, 

u — arccos v <=t> cos u = v ve i 1 e [0,jt] 

olacalctir. 


3R.NEK 2 Arccos 1 ve arccos | — — j ifadelerini hesaplayimz. 
pozum : 

arccos 1 = u <=> 1 = cos « « m = 0 « arccos 1 = 0 


arcos : [-1,1] -» [0,3x] fonksiyonunun grafigi 


arccos = t «■ = cos t <=> t = <=> arccos 
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1. A§agidaki dereceleri radyana ceviriniz. S. 


(a) 

15° 

(b) 150° 

(c) 240° 

(d) 

330° 

(e) 600° 

(f) 36° 

(g) 

725° 

(h) 235° 

(i) -72° 

(i) 

-80° 

(j) -220° 

(k) -300° 

Asagidaki radyanlari dereceye ceviriniz. 

(a> ts < b >ij (C) T? 

(d) 


(e) 4 jt 

(f) 5y 

(g) 

lit 

"2 

(h) To 

/ \ 7it 

(,) 12 

(i) 

9 f 

0) -fj 

(k) It 2 


3. A§agidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz. 


(a) 

sin(0 - y ) = - cos 0 


(b) 

sin(0 + y ) = cos 0 


(c) 

cos(0 -~) = sin0 


(d) 

cos(0 + — ) = -sin0 


(e) 

sin(jr - 0) = sin0 


(f) 

cos(tc - 0) = -cos0 


(g) 

sin(?t + 0) = -cos0 


(h) 

cos(n: + 0) = -COS0 


A§a 

gidaki ifadeleri hesaplayimz. 

(a) 

sgn(sin200jr) 

(b) sgn(secS) 

(c) 

sgn(cos899) 

(d) sgn(sin2 4 ) 


A§agidaki ifadeleri, tablo veya hesap makinalari 
kullanmadan, hesaplayimz. 


(a) 

tan 135° 

(b) sec45° 

(c) csc60° 

(?) 

cot 1210° 

(d) tan765° 

(e) sec 150° 

(f) 

esc 135° 

(g) tan300° 

(h) cos(-l 20°) 

(i) 

*J2- 

6 

® 4 ¥) 

... ■ 1 7zc 

0) sin-y- 

(k) 

tan-—- 

6 

(1) cscf-lfl) 

99 

(m) esc-—- 7t 


10. [-1,1] araligmdaki goruntiisu y = 1 - ixl in goriin- 
tiisli olan 2 periyotlu fonksiyonun grafigini giziniz 

11. A§agidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz. 

(a) sin30 = 3sin0 - 4sin 3 0 

(b) cos30 = 4 cos 3 0 - 3cos0 

(c) sin40 = 8sin0 cos 3 0 - 4sin0 cos0 

(d) cos40 = 8cos 4 0 - 8cos 2 0 + 1 


A§agidaki fonksiyonlann tek veya gift olup 
olmadigim ara§tmmz. 

(a) fix) = sinx + cos* 


(b) fix) = x + sin* 


(c) sin 2 * + cos* 


(d) 


k(x) = 


sin* 

2 + cos * 


/fonksiyonunun bir periyodu p olsun. 

Her * igin 

(a) fix-p)=fix) 

(b) fix + np) =fix) , (ne N) 
oldugunu gosteriniz. 

A§agidaki fonksiyonlann esas periyotlarim bulu- 
nuz. 

(a) fix) - sin 4 (2*) 

(b) g(x) = cos 3 (5* + 1) 

(c) (h(x) = Icos*! 

(d) k(x) = Vs in* 

tanj^- ~ *j = cot|“ + *j oldugunu gosteriniz. 


A 

12. Bir ABC iiggeninde m(C) =0 dir. 


(a) 

a - 3, 

b = 5, 

0 = -7- ise 
6 

c — 7 

(b) 

a = 4, 

b = 6, 

0 = ise 

4 

c = 7 

(c) 

a = 5, 

c = 7, 

0 = -—ise 

b = 7 

(d) 

b = 6, 

c = 9, 

0 = y ise 

a = 7 

(e) 

b= 10, 

c= 15, 

0 = -^ise 
4 

a~ 7 

(f) 

a = 5, 

b= 12, 

c ~ 13 ise 

0 = ? 


13. A§agidaki e§itliklerin dogrulugunu gosteriniz. 


(a) 


tan0 = 


sin 20 
1 + cos 20 


(b) 


tan0 = 


1 - cos 20 
sin 20 


(c) 


tan20 = 


2 

cot0 - tan0 


14. A§agidaki denklemleri gozimiiz. 

(a) cos* = 1 (b) sin* = -1 

(c) sin* = y (d) cos* = -1 


(e) tan* = 1 (f) sec* = V 2 

(g) cot* = 1 (h) sin* = 1 

IS, HerneA/icin 

(a) sin(* + nx) = (-1)" sinx 

(b) cos(x + rm) = (-l) n cos* 

oldugunu gosteriniz. 


16. tan0 > 0 ve sin0 = - olduguna gore, cos0 , sec0, 
sec0, csc0, cot© ve tan0 oranlarim hesaplayimz. 

17. y < 0 < igin tan0 = - - j olduguna gore, 
sin0,cos0, sec0, cs0,cot0 oranlarim hesaplayimz. 


18. Bir ABC iiggeninin alarnmn 

Alan{ABC) - y ab sin C - -j ac sin B 

- y^ c s i- n 6 

bagintilari yardimiyla hesaplanabilecegini gosteri- 
niz. 


19. A§agida bazi eleman olgiileri verilen iiggenlerin 
alanlanm bulunuz. 

(a) m( A) = 30°, 6 = 36br, c - 24 br 

(b) a = 10 br, b = 6 br, c- 14 br 


20 . Iki kenanmn uzunlugu 6 ve 10 birim, biiyiik 
ko§egenin uzunlugu 14 birim olan paralelkenarin 
agilanmn olgiilerini bulunuz. 


66 


67 



2L y- siax egrisinin grafiginden yararlanarak 

(a) y = Jsiiucl (b) y = sinbd 

(c) y = sinjx - -~j (d) y = 2siar 

egrilerinin grafiklerini qiziniz. 

22. fix), tanim ktimesi [0,1] olan bir fonksiyon ise, 
fisiwc) ve /(taruc) fonksiyonlannin tanim kiimeleri 
hangi kiimelerdir? 

23. Agagidaki denklemlerle tanimlanan fonksiyonlarin 
tanim kiimelerini bulunuz. 

(a) y = arc sin ~ (b) y = arccos(2jc) 

X \ t 

(c) y = arctan ^ - (5) y = arccot Vx - 1 

24. Asagidaki ifadelerin degerini bulunuz. 

py 1 

(a) arccos (b) arcsin ~ 

(c) arctan 0 (d) arccot 1 

■ 2 .5 

25. arcsin - 7 =- + arcsin — — - 

V29 V29 

ifadesinin degerini bulunuz. 

26. arcsin — — ~ = arccos -^K. 

x + 1 x + 1 

esitliginin dogrulugunu gosteriniz. 

27. f(x), periyodu T olan bir periyodik fonksiyon oldu- 

gunda f(ax + b) fonksiyonununda periyodu ~ 

\a\ 

olan bir periyodik fonksiyon olacagim gosteriniz. 


28, Asagidaki fonksiyonlarin periyodik olup olmadik- 
lanni aragtirimz. Periyodik olanlarm periyodunu 
bulunuz. 

(a) fix) = 2 cos — 

(b) g(x) = arctan(sinx) 

(c) h(x ) = cos -[x 

(d) k(x) = x + sinx 

(e) l(x) = sin(x 2 ) 

(f) mix) = Icosxl 

29, A§agidaki bagintilarin dogrulugunu gosteriniz. 

(a) sin(arctanx) = --- --- - 

VI + x 2 

(b) cos(arctanx) = —= J=- 

Vl +x 2 

(c) tan(arccosx) = — 

x 

(9) tan(arcsinx) = - x 

V 1 -x 2 

(d) arcsin(cosx) = ~ - x 

(e) cos(arcsinx) = V 1 - x 2 

(f) arcsiiu+arcsint = arcsin(x Vl - t 2 + t Vi - x 2 ) 

(g) acrcosx+arccost=arccos(xf - 7( 1 - x 2 )( 1 - 1 2 ) ) 

(h) arcctanx + arctant = arctan f 

\1 - xt I 

( 1 ) sin( 2 arcsinx) = 2x Vl x 2 
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Matematik, miihendislik ve fen bilimlerinde en 90k kullamlan fonksiyon 9e§itle- 
rinden ikisi iistel ve logaritmik fonksiyonlardir. Bu kesirnde bunlarm temel ozel- 
liklerini inceleyecek, daha ileriki bolumlerde tiirev ve integrallerini verecegiz. 


§imdi, bizi iistel fonksiyon kavramina gotiiren bir ornek verelim. 

ORNEK : Ba§langig aninda 1 milyon iiyeye sahip olan bir bakteri toplulugunda- 
ki iiye sayisi, herbir saatte, bir saat onceki tiye sayismin 3 katina cikiyor. t saat 
sonra toplulugun kac milyon iiyesi olur? t = ~ i9in iiye sayisim hesaplayimz. 

^ dziim : 

Ba§langi<jta yani t = 0 i?in f(0) = 1 milyon 

1 saat sonra iiye sayisi /(l) = 3.1 = 3 milyon 

2 saat sonra iiye sayisi jft2) = 3. 3 = 3 2 milyon 

3 saat sonra iiye sayisi/[3) = 3. 3 2 = 3 3 milyon 
t saat sonra iiye sayisi f(r) = 3. 3 1_1 = 3* milyon 
olur. O halde ba§Iangi9tan t saat sonraki iiye sayisi 

fit) = 3 L 

olur. Ba§langictan y saat sonra 

/|| -J = 3 5/2 = (v3 ) 5 = V? = V243 = 15, 588457 milyon, 
yani 15 588 457 iiyesi olur. 


TANIM 

a , 1 den farkli bir pozitif sayi olsun. 
fix) = a x 

bi9iminde tanimlanan fonksiyona bir iistel fonksiyon denir. 

Her x i9in a* > 0 olacagmdan fix) = a* fonlcsiyonunun goriintU kiimesi, pozitif 
reel sayilar kiimesi olan R + kUmesidir. Dolayisiyla y = a x in grafigi daima Ox- 
ekseninin list tarafindadir. 

ORNEK : Agagida kurallan verilen fonksiyonlardan hangileri birer iistel 
fonksiyondur? 

(a) fix) = 2~ x (b) g(x) = 3 2x 

(c) h(x) = 4 x/5 (d) s(x) = (-17 
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Coziim : 


( a ) fix) = 2“ x = yazilabildiginden/bir ustel fonksiyondur. 

(b) g(x) = 3 2x = (3 2 ) x - 9 X oldugundan, g bir iistel fonksiyondur. 

(c) h{x) = 4 x/5 = (' V? ) oldugundan h da bir iistel fonksiyondur. 

(d) s(x) = (-7) x bir iistel fonksiyon degildir, zira a - -7 olup pozitif degildir. 

Ustel ifadelerden de bilindigi gibi, 

a 0 = 1 , a 1 = a , a x+r = a* ,a r 


a~ x = — . ia x Y = a x a x ,b x = {abf 
a x 



a > 1 iijin y = a x in grafigi 





1 0 x 

0 < a < 1 igin y = a x in grafigi 


e§itlikleri vardir. 


fix) - a x ustel fonksiyonu verildiginde, a > 1 ise, x, < x 2 igin a x ' < a 1 olur. §u 
halde / artandir. a < 1 ise Xj < x 2 igin a X] > a' 2 olur, yani f azalandir. 

fix) = a* in grafigi a nin 1 den biiyiik ve 1 den ldigiik olusuna gore yanda gizil- 
mi§tir. 


TANIM 

y = <a x in grafiginden de kolayca goriilebilecegi gibi fix) = a x §eklinde 
tammlanan/ : R — » R + fonksiyonu birebir ortendir. Dolayisiyla bu fonksiyo- 
nun/ -1 : R* -> R §eklinde bir ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona 
logaritma fonksiyonu adi verilir ve fonksiyonun kurali y - log a x (a tabanma 
gore logaritma x bigiminde okunur) bigiminde yazihr. Demek Id x > 0 igin 
y = log a x <=> x = a? 
dir. 


Yukaridaki 


y = log a x <=> x = a? 


bagmtisindan yararlanarak bazi sayilarin logaritmasi hesaplanabilir. 


QRNEK : log 2 32, Iog g 4, log ± ~ sayilarim hesaplaymiz. 

£oziim : 

log 2 32 = u <=> 2 U = 32 <=> 2 U = 2 5 «=> u = 5 
olur. O halde log 2 32 = 5 dir. 

2 

iog 8 4 = v «=> 8 V = 4 <=> (2 3 ) v = 2 2 <=> 2 3v = 2- «=» 3v = 2»v = j 

2 

olacagindan log g 4 = — diir. 

log = *=*(-) =-^3- s = 3- 2 «- 5 = -2«. 5 = 2 
§u halde log^-g =2 olur. 


log a x ifadesinde a sayisina logaritmanm tabam.x sayisina da logaritmasi ahnacak 
sayi adi verilir. 

log (f v ifadesinin tanimli olmasi igin, a > 0, a * 1 ve x > 0 olmalidir. 10 tabanma 
gore yazilan logaritmalara bavagi logaritma adi verilir. En gok kullanilan logarit- 
ma, dogal logaritma denilen e tabanma gore yazilan logaritmalardir. Burada e 
sayisi degerf 2,7182818... olan bir sayidir. ilerideki boliimlerdeki bu sayi 
iizerinde detayli olarak durulacaktir. 

loggX yerine gok kez lnx yazilir. O halde 

y = lnx <=> <? y = x 

olur. Bu kitapta log^r yerine lav, log , (> x yerine logx yazihs bigimini kullanacagiz. 
log a a = u<^>a u = u <=> it - 1 

oldugundan 

log fl fl= 1 
bulunur. 

log 1 = v <=> a'’ = 1 <=> v = 0 

olacagindan 

log a l = 0 

olur. log a x = w, log a t = v olsun. Tamm geregince 
a u = x, a v = t=> a " + v = x. t => log a (x ,t) = u + v 

bulunur. Buna gore, 

log a • 0 = log (fi "b log a t 
olur. Yukaridaki diisiinceyle 





;; 
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ORNEK : log x 243 ifadesinin degerini bulunuz. 

7 

£oziim : log x 243 = log y 2 3 5 = • 1 = - — 

7 

ORNEK : 3 los -' 7 + 3 l08j2 igleminin sonucunu bulunuz. 

Coziim : 3 l0ej7 + 3 log3 “ = 7 + 2 = 9 olur. 

/ ile /- 1 fonksiyonlarinm grafikleri y - x dogrusuna gore simetrik olduklanndan 
y = a* ve y — log-pc egrileri y — x dogrusuna g5re simetriktirler. 

a > 1 ve 0 < a < 1 igin y= log fl x egrilerinin grafikleri yanda verilmi§tir. 

/artan oldugunda/ -1 artan,/azalan oldugunda/” 1 azalan olacagindan a > 1 igin 
y = log a x artan, 0 < a < 1 igin azalandir. 




a > 1 i<jin y = log a X in grafigi 0 < a < i icin y = log a x in grafigi 


ONKSIYONLAR VE TERSLERi 


f = cos h ,-v 

1 


V 

J 

/ 



1 


6 x 


y - coshx in grafigi 



>> = sinhx in grafigi 


Simetrik bir kiime iizerinde tammh her/ fonksiyonu igin 

„ , fix) + /( - x) Kx)-.fi-x) 

/(x) = + 2 

oldugundan, her fonksiyon biri gift biri de tek olan iki fonksiyonun toplami 
§eklinde yazilabilir. f(x) = e x fonksiyonunun gift ve tek parcalarina sirasi ile, 
hiperbolik kosiniis ve hiperbolik siniis fonksiyonlan adi verilir. 

Buna gore, 

p x + e~ x ■ 1 e x -e~ x 

coshx = 2 ■ ■ , sinhx = — ^ — 

olur. Bu fonksiyonlarm grafikleri yanda gizilmi§tir. 

( coshx) 2 - ( sinhx) 2 = |- g — J - [ 6 ) 
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v 

1 


X 

/ 

■ 0 .v 

y = tanliv 

-1 

in grafigi 

v 

1 

\ 



( 

0 x 


-1 

y = coth.v 

in grafigi 
■y 

/' 





0 x 

y = sech.v 

in grafigi 



v = csclu- in grafigi 


oldugundan 

cos hrx - sinh 2 x = 1 

dir. Diger hiperbolik fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlardaki gibi tammla- 
nir. Tanjant hiperbolik x fonksiyonu 

coshx e x + e~ x 
biciminde tanimlanir. 


dir. e 2x + 1 > 1 oldugundan tanhx her yerde tanimhdir. t > 0 icin fit) = — j- 

fonksiyonu artan oldugundan tanhx artan fonksiyondur. Bu fonksiyonun grafigi 
yanda verilmi§tir. 

Diger hiperbolik fonksiyonlar ve bunlann grafikleri a§agida verilmi§tir. 

. coshx e x + e~ x 


x = 0 ifin e x - e x = 0 olacagindan bu fonksiyonun tanim kiimesi R \ {0} dir. 
Diger iki hiperbolik fonksiyon 
1 2 

sec hx = — = 

coshx „x , -x 


b^iminde tammlanir. sec/ix her yerde, cschx R\{0} da tanimhdir. Bu fonksi- 
yonlann grafikleri yanda verilmi§tir. 

Hiperbolik fonksiyonlar arasindaki temel bagintilari a§agida verilmi§tir. Bunlann 
dogrulugu tanimlardan hareketle kolayca elde edilebilir. 

cosh2x = coshrx + sinh 2 x 

sinh2x - 2sinhx coshx 


= — (coshZt - 1) 


cosh(x + v) = coshx coshy + sinhx sinhy 

sinh(x + y) = sinhx coshy + coshx sinhy 

csch 2 x = coth 2 x - 1 

sech 2 x = 1 - tanh 2 x 
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olacagindan sinhx ve cschx birer tek fonksiyondur. 

Yukaridaki alti hiperbolik fonksiyonun grafiklerinden de gdriildiigu gibi 

1) sinhx ve tanhx fonksiyonlari R iizerinde artan 

2) cothx ve cschx fonksiyonlari (-°°, 0) ve (0, +<») arahklari iizerinde aza- 
landir. 

3) coshx fonksiyonu [0, +°°) iizerinde artandir. 

4) sechx fonksiyonu [0,+“) iizerinde azalandir. 

Hiperbolik fonksiyonlarm artan veya azalan oldugu arahklarda tersleri bulunabi- 
lir. 

Buna gore 

cosh : [0,°°)-> [1,+°°) 
sinh : (~°°, +“) -» (- 00 , + 00 ) 
tanh : (-«>,+:») (-1, 1) 

coth : (0,+oo) -» (l,+oo) 
sech : [0,+°°) — » (0,1) 
csch : (0,+°°) — > (0,+°°) 

fonksiyonlari birebir orten oldugundan tersleri vardir. Bu ters fonksiyonlar 
argcoshx (argiiman kosiniis hiperbolik x biciminde okunur.) argsinhx, argtanhx, 
argcotx, argsecx ve argcscx fonksiyonlaridir. Ters fonksiyonun grafigi esas 
fonksiyonun grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigi olacagindan bunlann 
grafikleri a§agida verilmistir. 



argsinhr yerine sinh * x veya arcsinhx gosterimleri de kuilamlir. 


75 




y = argsechx in grafigi y = argcschx in grafigi 


Hiperbolik fonksiyonlar e x ve e~ x cinsinden yazildigindan, ters hiperbolik 
fonksiyonlar logaritma fonksiyonu cinsinden yazilabilir. Gergekten 


argcoshx = ln(x+ fix 2 - 1) , x>l 

argsinhx = ln(x + 7x 2 - i) , herxi£in 

argtanhx = yin , Ixl < 1 iijin 

argcothx = ~ ln (yjy) * x> 1 igin 

argsechx = ln| — ~~ x ~ ~ ) » 0<x<l i?in 

argcschx = in ; x>0 i ? i n 


yazilabilir. Bunlardan birincisini ispatlayip digerlerini birer alistmna olarak oku- 
yucuya birakiyoruz. 

y = coshx = — ~ — => 2 y = e x + e~ x 
=> e 2x - lye* + 1 = 0 
=> e* = y + yjy 2 - 1 
=> x = \n(y + ^jy 2 - 1 ) 
bulunur. §u halde y = coshx in tersi 
argcoshx = In (x + Vx 2 - 1 ) 
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5. A§agidaki ifadeleri ln2, ln3, ln5 cinsinden hesap- 
laymiz. 

(a) ln8 (b) ln72 

(c) ln-g- (d) ln9 

(e) ln6 (f) ln0,002 

(g) lnVM05 (h) In-—- 

(i) ln(4,5. 10 4 ) 


2. A§agidaki denklemleri coziinuz. 

(a) 4 5 = 4 2x+1 

(b) 5* 2 = 5 5 -* 

« 3 

(5) (0, 0625) j;+i = |-~-j* 

(d) lO* 2-1 - 2 X '~ ' = 0 

(e) S X ~ 1 -5 X ~ 2 = 2J0 

(f) 9 x+2 + 9 x '+ 9 x+1 = 91.3 s 

(g) (x 2 + 3x + 3) 2x+4 = 1 

3= A§agidaki denklemleri goziiniiz. 

(a) 2* = 64 (b) 10" x = 0,001 

(c) 10~ x = 100 (d) (3 X ) 2 = 81 

(e) x x = x 2 (f) log x 16 = 2 

(g) log 3 x = 4 (h)e x = 7 

4. Agagidaki ifadeleri hesaplayimz. 

(a) e In7 (b) e~ m 

(c) gin2 + ln3 (d) log 2 16 

(e) log 3 27 (f) log 81 3 

(g) log 2 (log 2 (log 2 16)) (h) log 2 (log4(log 8 64)) 

(l) log 0>5 16 


6. A§agidaki denklemleri 5 dzuniiz. 

(a) 3 log 3 7 + 2 log25 = 5 log5jc 

(b) 8 log83 -^ 5 = x 2 -7 log73x 

7, Agagidaki denklemlerden y ‘yi bulunuz. 

(a) lny = 2t + 4 

(b) e^ = x 2 

(c) e x \e 2x+ ' = e y 

(d) ln(y - 1 ) = x + Inx 

(e) ln(y 2 - 1) - ln(y + 1) = sinx 

(f) e -03y _ 27 

8, x 2 = 2 X denkleminin koklerini bulunuz. 

9. A§agida kurallari verilen fonksiyonlarm tanim 
kiimelerini bulunuz. 

(a) fix) = ln(x 2 - 9) 

(b) fix) - ln( Vx~- 4 + V6 -x ) 

(c) fix) = ln(sinnx) 

(d) fix) ~ arcsin(lnx) 

(e) fix) = Vln(x- 2) 

(f) /fx) = ln(ln(l -x 2 ) 
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(g) fix) = ai-csin( 1 - a) + Iog 2 (log 2 x) 

(h) fix) = ai'csin |log I0 ~J 

( 1 ) fix) = Iog 2 (log 3 (Iog 4 a-)) 

(i) fix) = log(l - logfx 2 - 5a- + 16)) 

fix) = ln(A + V 1 + a 2 ) fonksiyonunun tek fonksiyon 
oldugunu gosteriniz. 

A§agidaki ifadeleri hesaplayiniz. 

(a) sinhO (b) coshO 

(c) tanhO (d) tanhl 

(e) coth(-l) (f) sinh(ln2) 

(g) cosh(ln3) (h) coth(In4) 

(0 csch(lnjt) (i) sech(ln2) 

Ajagida birinin degeri verilen hiperbolik fonksiy- 
onlarin degerlerini bulunuz. 

(a) sinlu: - — 

4 

(b) coshA - 

(c) tanlir = - ~ 

(d) sediA = y 


Asagidaki ifadeleri sadele§tiriniz. 

(a) sinh(liiA) 

(b) cosh(liu') 

(c) sinh(21iu) 

(c) tanh(liu-) 

(d) argsinh | J ~ * j 

(e) 2cosh(lnA) 

Her a igin 
e x = coshA + sinhx 
e -\ - cos hx _ sinhx 

oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak 
(cosIia + sinh.v) n = coshnA + sinhnA 
(coshA - sinhx) 11 = coshax - sinhnx 
bagmtilarmin dogrulugunu gosteriniz. 

A.jagidaki bagintilarin dogrulugunu gosteriniz. 

(a) argsechA = arccosh — 

A 

(b) argcschx = arcsin— 

A 

(c) argcothA = arctanh ~ 

x 
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fix) = Vl - A 2 igin (fof)(x) = x oldugunu gos- 
teriniz. 

fi l =/ midir? 


2 , fix) = — dir. a* 1 igin 

a- 1 

(fofofof)( x) = x 
oldugunu gosteriniz. 

3. fix) = X + V 1 + A 2 , 
g(x) = V a 2 - 1 olsun. 

(a) a>0 icin g( Vx 2 + 1 ) = fix) 

(b) a> 1 igin g(\i a 2 - 1 ) = g( a) 
olacagim gosteriniz. 



a cosa + b siru + c = 0 


denkleminin Aj - a 2 * 2kn bagintisini saglayan a, . 
a 2 kokleri igin 

. , lab 

sm(A, + A 9 ) = — - 

a + b' 


COS (Aj + a, ) = 


a 2 -b 2 
a 2 + b 2 



b_ 

a 


olacagim gosteriniz. 


fix) - In (a + Va 2 + 1 ) 

biciminde tammlanan / : R — > R fonksiyonunun 
tersinin/" 1 (a) = sin hx olacagim gosteriniz. 



3= f : R R fonksiyonu her x,ye R igin 

fix + y) -fix) .fiy) 

bagintisini sagliyor./(0) nedir? 

10. A§agidaki fonksiyonlann ve terslerinin grafiklerini 
giziniz. 

(a) / : [0, +<*>) R, fix) = a 2 + 1 

(b) /:/?—»/?, fix) = X s - 1 

(c) / : [- 00 , 0] -» R, fix) = a 2 


/, [0,1] uzerinde tanimli bir fonksiyon olduguna 
gore, a§agidaki bigimde tammlanan g, h, k fonksi- 
yonlarmm tamm kiimelerini bulunuz. 

(a) g(x)=fi3x 2 ) 

(b) h(x) — fix - 5) , k(x) -/(tanx) 


ill. Monoton her fonksiyonun birebir oldugunu gos- 
teriniz. 

12 , / artan oldugundan/" 1 in de artan,/ azalan oldu- 
gunda/^ 1 in de azalan olacagim gosteriniz. 
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13. log 2 3 sayismin irrasyonel oldugunu gosteriniz. 

14. 1 < a < b veya 0 < a < b < 1 olsun. 

x > 1 igin log a x > log^ oldugunu gosteriniz. 

Bu e§itsizlik 0 < x < 1 i?in de dogru mudur? 

15. (a) e x = cos hx + sin foe 

(b) e~ x = cos hx — sin hx 

(c) (cos hx + sin hx) n = cos h nx + sn/z nx 
oldugunu gosteriniz. 

16 . Asagidaki i§lemlerin sonucunu bulunuz. 

(a) arctan y + arctan ~- 

(b) 2arctan ~ + arctan y 

220 1 

(c) aictan yjy - arctan y^y 

(d) 4arctan ■— - arctan y— - 

17. a, b, c be = 1 + a 1 bagintisim saglayan sayilar 
olsun. 

arctan — - + arctan — ^ — = arctan — 
a + b a + c a 


19 . A§agidaki bagintilarin dogrulugunu gosteriniz. 
(a) argsinhx = In (jc + \ h ? - 1 ) 



20 . A§agidaki bagintilarin dogrulugunu gosteriniz. 

(a) cosh2x = cosh 2 x + sinh 2 x 

(b) sinh2x = 2sinhx coshx 

(c) = 

(5) sinh^A = -t ( cosh 2* - 1) 

(d) sech 2 x - 1 - tanh 2 x 

(e) csch 2 x = coth 2 x - 1 

(f) cosh(x + y) = coshx coshy + sinhx sinhy 

(g) sinh(x + y) = sinhx coshy + coshx sinhy 

21 . P(coshw, sinhn) noktasimn orijine olan uzakligmin 
Vcosh 2 u olacagim gosteriniz. 


oldugunu gosteriniz. Burada a, a + b, a + c sayila- 
nnin sifirdan farkli sayilar ve sol taraftaki toplam 
(“y, y| arahgmdaki bir sayidir. 


18 . A§agidaki ifadeleri iistel bifimde yazarak sade hale 
getiriniz. 

(a) cosh5x + sinhSx 

(b) (sinhx + coshx) 4 

(c) ln(coshx + sinhx) + ln(coshx - sinhx) 


22. -y <0<y igin sinhx = tanG olsun. 

A§agidaki e§itliklerin dogrulugunu gosteriniz. 

(a) coshx = see© 

(b) tanhx = sin0 

(c) cothx = csc9 

(c) cschx = cot0 

(d) sechx = cos0 
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Bundan onceki boliimde, bir kisim fiziksel ve kimyasal niceliklerin birbirine 
fonksiyonel bagintilar yardimiyla bagli olabileceklerini belirtmi§tik. Eger degi§ik 
nicelikler arasindaki fonksiyonel bagmti belli ise, birbirine bagimli biiyuklukler- 
den birinin belli bir degere yakla§masi halinde digerinin hangi degere yak- 
la§acaginin bilinmesi 50k onemlidir. Bu bizi limit kavramina gotiiriir. 

§imdi fix) - 2x + 1 bifiminde tanimlanan f : R R fonksiyonunu gozonune 
alalim. x degi§kenine bazi degerler verip fix) ifadesinin alabilecegi degerlere 
bakalim. 


a\ 

!l 

H 

ise 

fix) = 4,80 , 

x = 2,1 

ise 

fix) = 5 ,20 

x= 1,91 

ise 

fix) = 4,82 , 

x = 2,08 

ise 

fix) - 5,16 

x — 1,95 

ise 

fix) = 4,90 , 

x = 2,05 

ise 

fix) = 5,10 

x — 1,99 

ise 

fix) = 4,98 , 

x = 2,01 

ise 

fix) = 5,02 

x= 1,999 

ise 

fix) = 4,998 , 

x = 2,001 

ise 

fix) = 5,002 


Goriildugii gibi x degi§keni 2 ye yakla§tirildiginda fix) ifadesi de 5 sayisina 
yaklagmaktadir. Yani x ler 2 nin bir kom§ulugunda bulunurken/(x) ler de 5 in bir 
kom§ulugunda bulunmaktadir. 5 in bir kom§ulugu (5 - e, 5 + e) olsun. Bu 
takdirde 

5 - £ </(x) < 5 + £ <=> fix) - 51 < £ <=> I2x + 1 - 5t < £ <=> 

2 lx - 21 < £ lx - 21 < y 

olur. Buna g6re x ler 2 nin y - kom§ulugunda se?ildiginde fix) ler 5 nin £- 
kom§ulugunda kahr. y = 8 denirse 

lx - 21 < 8 => fix) - 51 < e 
onermesi dogru olur. 
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V 

TANIM 

L 

A .v=/(a) 

A c R, f : A -» R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir yigilma noktasi 

f(v) 

S' ■ 

olsun. Her e > 0 igin, eger 0 < Ia - al < 5 oldugunda \f{x) - LI < s kalacak 

L-E. 

-L , ,1, A t 

sekilde bir 8 > 0 sayisi bulunabiliyorsa x, a ya yakla§tiginda /nin limiti L dir 
denir ve 

0 

a - S.v a a + 8 

lim fix) = L 

x^a 


bigiminde gosterilir. 



y 


ll. 

l\ 


y 

/ 

fix ) — i 




oi 

x - a 

a 

-8 x ■ 

= a + 5 


5 > 0 bulunabilir Id, a * a igin y = f(x) egrisinin x - a - 8 ve a = a + 8 diisey 
dogrulari arasmda kalan noktalari y = L - e ve y = L + e yatay dogrulari arasmda 
= L - s bulunur. Buna gore, 8 sayisi verildiginde y = L + £ ve y = L-e dogrularimn 
. V ~f(x) egrisini kestigi noktalann apsisleri x u x 2 , . x p ise 8 mn alabilecegi en 
biiyiik deger lx, - al , \x 2 - al, . . . , bc p - al sayilannin en kugiigUdur. 



fix) = \/a , o = 4, L = 2, e=I olsun. 0 < Ia - al < 8 oldugunda |/(a) - LI < e 
kalacak §ekilde bir 8 > 0 sayisi bulunuz. 

Coziim : 

y = -7a" ile y = 2 + 8 = 2 + 1 = 3 dogrusunun kesim noktasimn apsisi 
Va = 3 => a, = 9 

olur. y = -fix ile y = L- e = 2 - I = 1 dogrusunun kesim noktasimn apsisi 
yT = 1 => x 2 = I 

olur. 5 mn alabilecegi en biiyiik deger 

min{lA[ - ol, lx, - al} = min{5,3} = 3 


olur. Buna gore 

0 < Ia - 41 < 3 igin [fix - 2| < 1 


kalir. 


R? 



ORNEK : lim (3a + 1) = 7 oldugunu gosteriniz. 

£oziim : 8 > 0 verilmis olsun. y = 7 + e ve y = 7 - e dogrularimn y = 3a + 1 
dogrusunu kestigi noktalarin apsisleri 

3.v + 1 = 7 +- e => 3x = 6 + e => A[ = 2 + -| 

3a + 1 = 7 - e => 3a = 6 - s => x, = 2 — y 

olur. 5 mn alabilecegi en biiyiik deger 

min{lA, - 21, Ia 2 - 21} = ~-| = y 

olur. §u halde 

La - 21 < — • igin lf(x) - 71 < 8 

kalir. Buna gore 

lim fix) = 7 

.v - 2 ' 

dir. 

ikinci oziim : 13a + 1 - 71 < e e=> 13 a - 61 < e « Ia - 21 < y 

olur. §u halde 8 = ~ veya y den kiiciik bir sayi olarak almabilir. 

ORNEK : lim a 2 + 3a = 4 oldugunu gosteriniz. 



(^oziira : Ia - 1 1< 8 oldugunda 

Ia 2 + 3a - 4 1 = I a + 4 1 I a - 1 1 < e kalacak §ekilde bir 8 bulalim. 
Ia — it < 1 varsayalim. 

— 1 < a I <1 »0<a<2 » 4 < a + 4 < 6 => Ia + 4l< 6 
olur. Buna gore 


3a -41 <6. Ia- 


-"<f 


olacagindan 8 = min|l,y| segilebilir. Buna gore Ia — 1 1 - 


Ia 2 + 3a - 4l = Ia + 4l Ia - 1 1 = 6. Ia - 1 1 < 6. = e 

6 
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olur, 8—1 ise £ > 6 olur. Bu durumda 

\x 2 + 3x - 41 = lx + 41 lx - II < 6. 1 < e 


olacagindan f(x) + g(x) in a noktasmdaki limiti L\ + L> dir. Bu da ispati tamam- 
lar. 


bulunur. §u halde lx- II < 8 bagintismi saglayan her x ifin lx 2 + 3x - 4] < e kalir. 

Limit tammim kullanarak agagidaki ozelliklerin saglandigi kolayca gosterilebilir: 

(1) lim c = c 

x — a 

(2) lim x = a 

x — a 

§imdi limit almada kolaylik saglayan bir teorem verelim. 


TEOREM 2.1 : 

A cz R, f: A Rve g : A—> R birer fonksiyon ve a e R olsun. 

Eger lim /(x)ve lim g(x) limitleri varsa 

x- a X- a 

(1) Her a e R icin lim (a . f) (x) = a . lim /(x) 

x — a x — a 

(2) lim if + g)(x) = lim /(x)+ lim g(x) 

x — a x — a x — a 

(3) lim (f.g)(x)= lim /(x). lim g(x) 

x — a x — a x — a 

(4) Her x e A igin g(x) ?s0 ve lim g (x ) * 0 ise 

x — a 

f ( Y \ lim fix) 

lj m M _ x - a 
x - a g (x) lim g (x) 

x — a 
dir. 

Ispat : Yukandaki dort ozelligin ispatlari birbirine benzer oldugundan (2) nin 
ispatim verip digerlerini birer aligtirma olarak okuyucuya birakiyoruz. 

lim /(x) = Li, lixn g(x) = L 2 olsun. £ > 0 verildiginde oyle bir 8 > 0 
bulunabilir ki, 0 < lx - a\ < 8 bagmtisim saglayan her xe A i^in 

\fix)~L x \<^ ve \g{x) ~ L,| < -j 

kalir. Aym x ler i§in 

l^x) + gOc) ~(L l + L 2 )\ = | fix) -L,+ g(x) - L 2 1 


lim x = a oldugundan, ozelligin arka arkaya uygulanmasi ile 

X — Q 

lim x n = lim (xx: — x) = lim x. lim x. . . . lim x-a.a....a = a" 

x a x ~* a x — a x—a x — a 

bulunur. Bu ozellik ve Teorem 2.1 deki (1) ve (2) ozelliklerinden 

lim (c x n + c x' i_1 + ...c x + c n ) = c a n + c ,a"~ ] + ... + c,a + c n 

X — a n « - 1 1 0 n n - 1 1 0 

bagintisi elde edilir, §u halde bir P(x) polinomu ipin 
lim P(x) = P(a) 

x — a 

olur. 


ORNEK : lim (5x 3 - 8x 2 + x - 4) limitini hesaplaymiz. 
<Pozum : lim (5x 3 - 8x 2 + x- 4) =5. 2 3 - 8. 2 2 + 2-4 = 6 


olur. 

ORNEK : 


lim 

X— 1 


x 3 + 2x 2 - 3x 
x 2 - 1 


limitini hesaplaymiz. 


Ooziim : x 1 oldugundan 


lim 

X— 1 


x 3 + 2x 2 - 3x 
x 2 -l 


= lim 

X — 1 


x(x- l)(x + 3) 
"(x-l)(x+l) 


x(x + 3) lim x . lim (x + 3) 

- lim = 

x-l (x+1) lim(x+l) 

X- 1 


l.(l + 3) 4 

(1 + 1 ) 2 


bulunur. 


s|/x)-L 1 | + |g(x)-L,|<|- + |- = e 
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Sag ve sol limitlerin tanimi gozoniine alindiginda a§agidaki sonuc ifade edilebilir. 


12 SAG VE SOL TARAFLI 


FLER ^ 


.v =/(-v) 





0 a 



| y 

/ 

& 

0 

a 


TANIM 

/ fonksiyonu bir (c,a) agik araligmda tammli olsun. 

Ve > 0 igin, eger a-5<x<a oldugunda fix) - L,l < e kalacak §ekilde bir 
5 > 0 sayisi bulunabiliyorsa /nin a noktasindaki sol tarafli lirniti L { dir denir, 

Iim fix) = Ly 

x — a" 

biciminde gosterilir. 

/fonksiyonu bir ( a,d) agik araligmda tammli olsun. 

Ve > 0 icin, eger a < x < a + 8 oldugunda \f(x) - Lfl < e kalacak §ekilde bir 
8 > 0 sayisi varsa/nin a noktasindaki sag tarafli limit! L, dir denir, 

Iim f[x) - L 2 
seklinde gosterilir. 



| v 

i 


0 



y -] 


fix) =-— in srafisi 
I'd 


2 

V / 

/ 



0 

\ ] 

] 

— 


a 

A 



ORNEK : R \ {0} iizerinde fix) - ~ biciminde tammlanan / fonksiyonunun 

x = 0 noktasindaki sag ve sol tarafli limitlerini bulunuz. 

Coziim : x > 0 icin Ixl - x, ,x < 0 igin Ixl = -x oldugundan 

lim fix) — Iim -^-= lim — = lim 1 = 1. 

•V — 0* x-O* Ixl .r-0 + x ,t_0 + 

lim fix) = lim = lim ~ = lim ( - 1) = - 1 

x — * 0" .v-CT Ixl x — 0" -X x — * 0 - 

bulunur. Verilen fonksiyonun grafigi yanda cizilmigtir. 

ORNEK : Grafigi yanda verilen 

_ f x 2 - 2x + 3, x > 1 ise 
|-x 2 + 2x- 2, x < 1 ise 

fonksiyonunun x = 1 noktasindaki sag ve sol tarafli limitlerini bulunuz. 

Cbziim : 

Iim fix) = lim (x 2 - 2x+ 3) = 1 - 2 + 3 = 2 

x - i + ,v - r 

lim fix ) = lim f“.v 2 + 2x - 2) = - 1 + 7 - 2 = - 1 
v - r .v - r 

olur. 



\y 


S JS ,9 >9 

z / / 

/ / 2 

/ A / 

1 - 

to 

. 

ol 

p r — 1 r i — *■ 

1 3. 2 
? 


l|m fix) = Iim fix) = L ise lim f{x)-L dir. 

v — x — a~ x — a 

ORNEK : fix) = x - M fonksiyonunun x = 2 ve x = ~ noktalanndaki limitleri- 
ni bulunuz. 

^oziim : 2 nin hemen saginda ||x| = 2 olacagmdan 
lim x - [x] = lim x - 2 = 2 - 2 = 0 

x-T x-T 

olur. 2 nin solunda Ixl = 1 olacagmdan 

lim x - [xj = lim x - 1 = 2 - 1 = 1 

.v -2' x - 2" 


olur. Sag ve sol limitler farkh oldugundan x-2 noktasinda limit yoktur. 

lim x - M - lim x - 1 = - 1 = ^ 

, 3* , 3* 2 2 


lim x — [xj — lim x-l = ~-l-^- 
x ^Jl x -±' 2 2 

2 2 

oldugundan 

lim x - Ixl = ~ 

3_ 2 


dir. 

Eger/ fonksiyonu sadece [a,b\ araligmda tammli ise x’in b ' ye yakla§masi sadece 
soldan mumkiin olacagmdan 

lim fix) varsa lim fix) = Iim fix) dir, 

x~b- *~ h x-b-' 

dir. Benzer olarak 

lim fix) varsa Iim fix) - lim fix) 

x — a* -V — a* 



i y 

fix fix)) 




L, 









0 


'*1 


dir. 

Eger x smirsiz olarak buyiidugiinde fix) ler bir L sayisina yaklasirsa / nin x— »°° 
igin lirniti L dir, denir. Buna gore §u tanimi verebiliriz. 


TANIM 

lim fix) -L <?=> Ve > 0 igin 3 M, oyleki her x > M igin j fix) - L\ < e . 
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ORNEK : lim = 1 oldugunu gosteriniz. 


Limit alma kurallanni veren teorem x -» - 00 ve x — » 03 igin alman limitler igin 
de gegerlidir. 


Coziim : e > 0 olsun. x * 0 igin 

I v + 4 I 4 i i 4 4 4 

1 <£=+—<£=* Ixl > — => x > — veya x < 

lx I |xl £ £ £ 

4 4 j _j_ 4 I 

M = — alimrsa x > — igin — — 1 < e kalir. §u halde 




dir. 

ORNEK : Hangi x ler igin 
Coziim : 


2x" 


x + 1 


-2 


<^o“, r 7 


ORNEK : a reel sayisi icin lim — limitini hesaplayimz. 

X~OB X 

Coziim : lim —~a lim — = a. 0 = 0 

,Y — • ao X -V-M X 

olur. Benzer gelcilde 

lim — = 0 
A- - - oo x 

oldugu gosterilebilir. 

: lim — limitini hesaplayimz. 
ixl 


Cdziim : Her x reel sayisi igin 
x — [xj + k, 0 < k < 1 


2x 2 J 

< 1 *= 

2 1 r 2 + 1 s 1 70 


Ul + Jk 

Ixl 

/, k \ 

x 2 +l 1 

85 

• x 2 i 1 '85 X ,1 ' 170 - ■ 

8^ 

“I 5, 

ti 

N^( 1 + w) 


\f(x)-L 1 
, 

i 

l 

k y 




h ” 

A 



■ y ■ 

x N 

0 


• y = L + £ 


x 2 >169<=> x<-13 veya x>13 olmali. 
x — > -c° igin limit benzer gekilde tanimlamr. 
TANIM 

lim /(x) = /,<=> Vs >0 igin 3N, oyleki 

X — " CO 

Vx<N igin j/(x) -L| < f . 



ORNEK : lim 1 = 0 oldugunu gosteriniz. 


Coziim : — - 0 < £ -1 < £ «==* Ixl > — $=* x > — veya x < - — 

I X I ixl £ £ £ 

Buna gore N - — - dur. Yani x < - — icin j f{x) - 01 = I— I < e kalir. 


O halde 


lim — = 0 ve lim 1 = 0 

•v-o= X ,v--oo x 


dir. 


olur. 


ORNEK : lim - x „ 4x + -— limitini hesaplayimz. 


2x 2 + x - 1 


Coziim : 

3x 2 - Ax + 5 


*H3-± + 4> 


lim 


- lim 


mu r — - mu , 

2x 2 + x - 1 ' r -*“^ (2 + l_JL ) 


- = lim 


3-1 + 4 

2 + 1- V 


olur. 

ORNEK: lim 

X — - oc 

Coziim : 


2x+ 5 
4x 2 + 8x + 1 


limitini hesaplayimz. 


lim 


2x + 5 


- = lim 


x(2 + l) 


4x 2 + 8x + 1 ~ x 2 (4 + A + J_ ) 


= lim — . lim 

.V - - 00 X * — - « 


2 + 1 

x_ 

4 + — + — 


=°- 4 l ^= 0 ' y = ( 


bulunur. 


3-0 + 0 _ 3 
2 + 0-0 2 
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TANIM 

Jim f(x) =+oo o Her S > 0 icin 35>0,oyleki 0<lx~d<8 bagintismi 

x — a 

saglayan tiim x ler igin f(.x) >B dir. 

Limitin -<» olmasi da benzer §ekilde tammlamr. 


TANIM 

lim/(x)=-oo <=> Her K i?in 35 >0, oyleki 0 < lx - d < 5 bagintismi 
saglayan tUm x ler icin f(x) < K dir. 

Sag ve sol tarafli limitler de benzer §ekilde tammlamr. Yukandaki tanimlarda 
0 < be - d < 5 yerine a - 5 < x < a almirsa sol tarafli, a < x < a + 5 ahnirsa sag 
tarafli limitin + co olmasi tammi elde edilir. 


QRNEK : lim ve lira — ^—r limitlerini hesaplayimz. 

.v- i* x- l .v-r x - 1 


Coziim : x > 1 ve B istenildigi kadar bilyiik bir sayi olsun. 

— - — > B => x - 1 < — oldugundan 5 = secilebilir. Su halde 
x- 1 B B 


4 

lim = + oo 

.v-r x- 1 


bulunur. 



x <1 ve A istenildigi kadar kiicuk bir sayi olsun. 
-±-<K <=> , — >-/<■ <=> 

X - 1 1 - X -A 

olur.Su halde 5 =-4r-4r almabilir. Buna gore, 

-A IaI 

r 4 

lim — = - oo 

.r^r x- 1 

dur. 


fonksiyonunun grafigi yanda 


fizilmistir. Inceleyerek bu limitleri 


goruniiz. 
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A 


§imdi, bilinen limitler yardimiyla, bazi fonksiyonlann limitlerini hesaplamamiza 
yardimci olan bir teoremi verelim. 


2.3 BAZI TK 


LIMITLER 


x 2 + y 2 = 1 birim cemberini ve olgiisii 0 olan BOA aijisini cizelim. 


v = h (x) 

- v =/(x) 
y = g Cv) 


TEQREM 2.2 (Sandvig Teoremi) : 
a nm bir delinmis komsulugundaki her x icin 
g(x) <fix) < h(x) 
ve' 

lim g(x) = lim h(x) = L 

x — • tt x — a 


lim fix) = L 


dir. 


: : lim g(x) - lim h(x) = L oldugundan Ve > 0 i$in 35 > 0, oyleki 
Lv - <?l < 8 igin 

e 


|gCt) - Lj < ~ ve \h(x) - L\ < 


kalir. Aym x ler icin 

\f(x) - g(x) I < \h(x) - g(x) I 

= I Hx) - L + L - g(x)\ s I h{x) - L\ + I g(x) + f = f 

olur. Buna gore. 

!/Cv) - LI = \f(x) - g(x) + g(x) ~ LI < ! fix) - g(x) I + I g(x) - LI < f + j- < e 
olur ki bu ispati tamamlar. 

Yukandaki teoremin tek tarafli limitler icin de geijerli oldugu agiktir. 


: lirn xsin-- limitini hesaplaymiz. 

Qoziim : lx sin —I < Ixl oldugundan -x < x sin — < x olur. 


v = .v sin I/.y 


‘ I 


g(x) = -x , h{x) = x alinirsa 
lim ( -x) = lim x = 0 

.Y — 0 .Y-0 

olur. Yukandaki teoreme gore 

lim x sin — = 0 
,v - o x 

bulunur. 



■A -6 


iUIA . r. v . 

v = in grafigi 


Burada 0 < 0 < — dir. 


A\m{BOH ) < Alan(BOA dilimi) < Alan(( CO A) 
oldugundan 

~ cos 0 . sin 0 < ■— 0 < -y . 1 . tan 0 
yazilabilir. Bu e§itsizlik, 2 ile carpilip sin0 ile boliiniirse 

A 9 1 

COS 0 < — < X- 

sm0 cos0 

bulunur. 


lim cos0= lim — 

e-o e-o cos© 


= 1 


oldugundan 


lim — — - = 1 
e-o sm0 


olur. 


,. sin0 1 1 i 

lim — - — - lim — — — = — = 1 
0—0 0 e-o 0 1 

sin0 


olacagmdan 


0-0 0 


bulunur. 


e-o 0 e-o\ 0 cos0/ 


olacagmdan 


lim 12^ = 1 
0-0 0 


olur. 
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(5) lim .fix) - 0 ve a nin bir kom§ulugunda g(x) sinirli ise 

x- a 

lim fix) g(x) = 0 

X — Cl 

dir. 

(6) lim u(x) = 0 , lim v(x) = + oo ve lim it(x) v(x) = X ise 

X — OC X —* 00 X — 00 

lira [1 +iiU)] vW = e x 

A' — CC 

dir. 



ORNEK: lim ( 1 + — ) limitini hesaplaymiz. 

.V - oc \ x ! 

ifoziim : 

lim u( x) = lim — = 0. lim v(x) = lim x = + oo ve 

.V — * CK A- -CO X x — OO X — » oo 

lim u{x) v(x)= lim — x= lim 1 = 1 

X - 00 .V — 00 X -V - 00 

oldugundan 

lim(l+— ) =e 
-T .—iOC \ x) 

dir. 
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_ 1 _ 

QRNEK : lira ( 1 + 3x) v Iimitini hesaplayimz. 



£bziim : ~-t demrse x -> 0 icin t -s> °° olur. Buna gore, 
lira ( 1 + 3x) J = lira (l +-V 

A-0 V (- oo\ t) 


olur. 

3 

lim u(t) - lim — = 0 , lira v (0 = lim t = + oo ve 

( — 00 (-00 t f— CO (-00 

lim u(t) v(t) = lim — t = 3 

? - O 0 (-03 ( 

olacagindan 

lim ( 1 + 3x) a = lim (] + — )' = e 3 

.V — 0 ( - oo t 


bulunur. 


: lim 

A — 


. I x 2 + 2x + 3 \ ” 


Iimitini hesaplayimz. 


CWim; ^±2£±1 =1 + 231-1 


x“ + 4 


x" + 4 


oldugundan 


lim 


x~ + 2x + 3 
x 2 + 4 


- lim 1 + 


2x- l\ 2 ' v + 


x~ + 4 


olur. 


lim u(x) ~ lim ~ — = 0 , 

.v-oo a-=o ; c 2 + 4 

lim v(x) = lim (2x + 3) = oo , 

x -oo dr — oo 

lim u(x)v(x) = lim -%--(2x+3) = 4 

A-oo x~a> x 2 + 4 


olacagindan 


lim 


x 2 + 2x + 3 
x“ + 4 


diir. 


Limit konusunda belirsiz sekiller denilen kesimi 4. Boliimde detayli olarak ince- 
leyecegiz. 


1. e - 5 yontemiyle a§agidaki e§itliklerin dogrulugu- 
nu gosteriniz. 


(a) 

lim (2x + 3) = 5 

(b) 

lim (x 2 + 3x) = 4 


X-* 1 

A- 1 




x 3 + X 

(c) 

lim Vx-7 =3 

A- 16 

(d) 

lim =1 

a -0 x 


2. A§agida verilen/(x), L, e ve a igin dyle bir 8 > 0 
sayisi bulunuz ki 0 < lx - a\ < 8 icin j/(x) - LI < £ 
kalsin. 


(a) 

a 

ii 

L = 10, 

a - 12, e = 0,01 

(b) 

f(x)=X 2 , 

L = 4, 

a = 2, £=1 

(c) 

II 

X.3 

L = -1, 

a = -\, £ = 0,1 

(d) 

r, \ 3x 2 + 8x - 3 

a + 3 ' 

L - -10, 


a = -3, 

e = 0,15 


(e) 

fix) = x 2 sinx, 

o 

ii 

a = 0, £ = 0,5 

/f\ 

ft f 

, L = 3, 

<3=1, £ = 0,05 

V 1 / 

x- 1 


4. n bir tamsayi olmak iizere, a§agida verilen/fonk- 


siyonlari icin 



lim f(x) ve lim /(x) 

limitlerini hesaplayimz. 

(0, x e Z 

(a) Tlx) = 

(x, x € Z 


(b) 

II 

+ 

i 

X € Z 
x £ Z 

(c) 

n 

i 

"~o 

o» 


(?) 

T(x)= l + M-X 


(d) 



(e) 

f(x) = X - [xl 



Herbir ne N i?in 
lim Ixl = n - 1 , lim [xl = n 

x - if x - n + 

olacagim gosteriniz. 


3. A§agidaki limitleri hesaplayimz. 


/ s .• Ixl 
(a) lim JLJL 

A--r x 


(b) lim -Mr 
a-0* VX 


(c) lim — 
*-.<r x 

x 2 - 4 

(d) lim — 

A — 2 x-2 


(?) lim (x - v'4 - 2x ) 

A — 2" 


(e) liin ^/xcosx 


(f) lim V-x 2 sin3x (g) lim — ■ ^ L 1- x 
a-o' a-o + yx 


(g) lim 

A -O' 


vi +x - vn 


(i) lim 


V x 2 - 6 x + 9 


a — 3 + x- 3 

0) lim 

a-o* sinx 


• (h) lim [ — — — - — ^ — 
x-r\x- 3 


(i) lim 


(k) lim 


o- 1 +lxl 
x 2 ! - 9 


v — 3* X - 3 


lim Ix 5 l ve lim lx 5 ! 

A — T A — 2” 

limitlerini hesaplayimz. 


'% lim — — — ve lim — -~- 
A-O* 2- a-0 ■ -L 

1+2* 1+2 v 

limitlerini hesaplayimz. x = 0 noktasinda limit var 
midir? 


m nin hangi degerleri icin 

lim M 


limiti vardir? 
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9, A§agidaki limitleri hesaplayiniz. 


(a) 

lim 

sin v2x 

x— 0 + 

Vsin2x 

(b) 

lim 

^ i_ 

[arccos xj 

(c) 

lim 

,v — 0" 

l-xl 

Ixl 

(d) 

lim 

.v-0" 

3x 

Ixl 


10. / : [-3 ,3) -> R , fix) = V x - lx ] 

fonksiyonunun grafigini ciziniz. Limitli olmadigi 
noktalann kumesini bulunuz. 

311 . iim x ~ ^ limitinin varoldugu biliniyor. Bu 
x -> 3 X - 3 

limiti hesaplayiniz. 


( mx + n, x > — 1 ise 
3, x = — 1 ise 
mx + 2, x > — 1 ise 

fonksiyonunun x = -1 de limitli olmasi igin m ve 
n ne olmahdir? 

Asagida grafikleri verilen fonksiyonlarin x = 2 
noktasindaki sag ve sol limitlerini bulunuz. Hangi- 
lerinin x = 2 de limiti vardir? 
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2 A SUEEKLILtK 



,v r 

fia) 




0 

a 


Bir fonksiyonda, degiskenin bir nokta komsulugunda degisik degerler almasi du- 
rumunda fonksiyon degerlerinin, fonksiyonun o noktada aldigi deger komsulu- 
gunda bulunup bulunmamasi 50k onemlidir. B11 diisiince bizi sureklilik kavrami- 
=f(x) na gotiiriir. 

/ fonksiyonu bir a noktasmm bir komsulugunda tanimli olsun. Bu takdirde §u tic 
durumdan biri gergeklesir. 

(1) iim fix) yolctur. 

-V — a 



(2) lim f[x) vardir, fakat lim fix) *f{a) dir. 

( 3 ) lim fix) vardir ve lim fix) - f(a) dir. 

x~ a x -a' 

Bu tic durumu aciklayan grafikler yanda verilmi§tir. 

TANIM 

A c R, /: A R bir fonksiyon ve a e A olsun. 
lim fix) = fid) 

x — ■ ct 

ise/ fonksiyonu a noktasmda siirekMir denir. Eger / fonksiyonu A kume- 
sinin her noktasmda siirekli ise fonksiyon A uzerinde sureklidir denir. 


Yukandaki tamma gore, bir / fonksiyonunun bir a noktasmda siirekli olmasi 
iijin, 


(a) / fonksiyonu a noktasmda tanimli olmahdir. 

(b) /' fonksiyonunun a noktasmda limiti olmahdir. 

(c) fonksiyonunun a noktasindaki limiti a noktasindaki fonksiyon degerine 
e§it olmalidir. 

Limit tanimi hatirlanacak olursa, sureklilik kavrami §u sekilde tanimlanabilir. 
TANIM 

A cz R, f: A -4 R bir fonksiyon ve a e A olsun. 

/fonksiyonu a noktasmda siireklidir <=> Her e > 0 igin en az bir 8 > 0 vardir 
oyleki lx - a\ < 8 bagintisim saglayan her x e A igin j/fx) — f(a)\ < E dir. 


Simdi sureklilik ile ilgili bazi ornekler verelim. 
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ORNEK :/:/?—>/? , f(x) = c seklinde tanimlanan sabit fonksiyon R de siirek- 
lidir. Bunu gcistermek igin verilen fonksiyonun R de lceyfi olarak secilen herhan- 
gi bir noktada siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. Buna gbre verilen fonksiyo- 
nun bir a noktasmda siirekli oldugunu gosterelim. 

lim fix) = lim c~c- fia) 

x — a x — a 

oldugundan verilen fonksiyon her a noktasmda ve dolayisiyla R de sureklidir. 

ORNEK : fix) - sinv seklinde tanimlanan/ : R — > R fonksiyonu her noktada 
sureklidir. Gergekten 


1 - x - a - x - a 


x + a 

sm — - — < — T — 
1 2 2 

ve 

c °s — 


oldugundan 

■ . . 1 „ I . x - a x + a\^~ \x-a\ , , 

Isinx- smal - 2 sin — - — cos — - — j < 2. — - — . 1 = lx - a\ 

e§itsizligi bulunur. O halde lx ~ a\ < 8 oldugunda Isiav - sinal < 8 olur. Yani 5 = £ 
almabilir. Demek ki sinus fonksiyonu her a noktasmda siirekli ve dolayisiyla R 
de sureklidir. 

I -x 2 , x<0 ise 

0, x = 0 ise 
x + 1 , x > 0 ise 

§eklinde tanimlanan /fonksiyonunun x == 0 noktasindaki stirekliligini inceleyiniz. 
Once bu fonksiyonun x = 0 noktasindaki limitini bulalim. 
lim fix) - lim x + 1 = 1 

,v — 0 T A* - 0 + 

ve 

lim fix) = lim {-x 2 ) = 0 

.v— 0“ .V — 0“ 

olacagindan x = 0 noktasmda limit yoktur. Dolayisiyla fonksiyon bu noktada 
siirekli degildir. 

ORNEK : fix) = [xl + 2x §eklinde tanimlanan / : R — » R fonksiyonu siirekli 
midir? 

Obziim : Tamsayilarda 1 x 1 in limiti olmadigmdan, / fonksiyonu tamsayilarda 
siirekli degildir. 


TANIM 

Bi r f ; A R fonksiyonu a e A noktasmda siirekli degilse, fonksiyon bu 
noktada siireksizdir denir. 
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y =/(.v) 


Bir fonksiyon bir a noktasinda siireksiz ise §u durumlai'dan biri mevcuttur : 



x = I de kaldmlabilir siireksizlik 



x = 1 de sicrama sureksizligi 


( 1 ) Jim fix) vardir, fakat bu limit, fonlcsiyonun a noktasindaki degeri olau J{a) 

dan farklidir, ya da fonksiyon a da tammh olmayabilir. Bu durumdaki fonksiyo- 
nunun siireksizligine kaldinlabilir siireksizlik adi verilir. Bu fonksiyonun a nok- 
tasindaki degeri limit degerine e§it olarak tammlanirsa (yeni) fonksiyon siirekli 
olur. 

(2) a noktasindaki sag ve sol Iimitler mevcut fakat farkh olabilir. Bu durum- 
daki siireksizlige sicrama sureksizligi adi verilir. 


J = | lim fix) - lim f{ x)j 


sayisina/nin a noktasindaki sicramasi denir. 

(3) Sag ve sol limitlerden en az biri +=» veya ise,veya mevcut degilse, bu 
fonksiyon a noktasinda bir sonsuz siireksizligine sahiptir denir. 



V ; 

' :: 1 

/|| 
j j \ 

Bu ti§ tip siireksizlige sahip olan fonksiyonlardan hirer tanesi yandaki sekillerde 
gosterilmi§tir. 


J | 

TANIM 

0 

j 1 

A c R, f:A-$R bir fonksiyon veae/1 olsun. 

X = 

1 cie sonsuz sureksizligi 

(1) lim fix) - f{a) <=>/ fonksiyonu sagdan siireklidir. 

X — tf 



(2) lim fix) = fia) <=>/ fonksiyonu soldan siireklidir. 

x — a 


Yukaridaki tamm ve siireklilik tanimi gozoniine alindiginda §u teorem ifade 
edilebilir : 


TEOREM 2.3 : 

Bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmasi igin gerek ve yeter §art o nokta- 
da sagdan ve soldan siirekli olmasidir. 



1 y 

;y = x 2 - 

9 



l 




/ 


/ 

i 

|° i 


: fix) = 


x~ + 1 , x > 1 ise 
2x-x 2 , x < 1 ise 


fonksiyonunun x = 1 noktasindaki siirekliligini inceleyiniz. 

^oztini : lim fix)- lim (x 2 + 1) = 2 = /(l) 

v- 1* .v- r 


oldugundan /'fonksiyonu x - 1 de sagdan siireklidir. 


lim fUc)= lim (2x-x 2 ) = 2- 1 = 1 * f(l) = 2 
x-r x - r 

oldugundan fonksiyon x = 1 de soldan siireksizdir. Dolayisiyla fonksiyon x = 1 
de siirekli degildir. 

Limit konusunda verilen teoreniler gozoniine alindiginda, a§agidaki teoremlerin 
ispati kolayca verilebilir. Biz, bu ispatlan hirer alistinna olarak okuyucuya bira- 
kiyoruz. 


TEOREM 2.4 : 


A a R, f\A—>R, g : A—* R fonksiyonlan a e A noktasinda siirekli ve 
c e R ise \f,f 2 , c /, f+g, f- g ve/ . g fonksiyonlan da a da siireklidir. 
Ayrica g(a) 0 ise — de a da siireklidir. 


ORNEK : Polinom fonksiyonlanmn her yerde siirekli oldugunu gosteriniz. 

ifdzum : a e R olsun. Once fix) = x fonksiyonunun a da siirekli oldugunu 
gosterelim. 

e > 0 verilmi§ olsun. Oyle bir 5 > 0 bulacagiz ki lx - a\ < 8 icin 

\f(x) - fa) I = k - a\ < e kalsin. O halde 8 = £ ahnabilir. fx) = x , a da siirekli 
oldugundan x . x = x 2 , x 2 . x = x 3 , x 3 . x = x 4 ... x n_1 ,x = x n fonksiyon- 
lari da a da siireklidir. Siirekli fonksiyonlarm sabitlerle §arpimi da siirekli 
oldugundan c n x n , c n _]X ,1_t , ... ,c 2 x 2 , qx, c Cl fonksiyonlan da a da siireklidir. 

Siirekli fonksiyonlarm toplamlari da siirekli oldugundan 

P(x) = c n x n +• c n _,x n " 1 + ... + CjX + c 0 polinomu da a da siireklidir. a keyfi 
oldugundan P(x) polinomu her noktada siireklidir. 


,. y 3 4- 3x 

ORNEK : fx) - — — — fonksiyonu hangi noktalarda siireksizdir? 
x' - 1 

Cdziim : Pay ve payda polinom olduklanndan siireklidirler. §u halde sadece pay- 
dayi sifir yapan noktalarda siireksizdir. 

x 2 - ] = 0 => (x - 1) (x + 1) - 0 => x, = 1 , x 2 = -1 oldugundan, fonksiyon -1 
ve 1 noktalannda siireksizdir. 
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TAMM 

Sonlu sayida siireksizlik noktasi olan fonksiyonlara parcali siirekli fonksiyon 
denir. 


Bir onceki ornekte verilen fonksiyonun iki tane siireksizlik noktasi oldugundan 
bir parcali siirekli fonksiyondur. 

TEOREM 2.5 : 

f:A-*Bve g : B —> C fonksiyonlari verilmi§ o’lsun./fonksiyonu a da, g 
fonksiyonu fid) da siirekli ise gof fonksiyonu a da sureklidir. 

ispat : lira fix) = f[a) ve lim g(x) = glfia)) dir. 

-t - a x — ,/ta) 

Bu durumda 

lim (gof)(x) = lim glfix)) = g( lim fix)) = g(f(a)) = ( gof)(a ) 

x — a x — a x — a 

olur ki, bu ( gof) fonksiyonunun a da siirekli oldugunu gosterir. 
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/ fonksiyonu ( a,b ) a§ik arahgimn her noktasinda siirekli, a noktasinda sagdan 
siirekli ve b noktasinda soldan siirekli ise / fonksiyonu [ a,b ] kapali arahginda 
sureklidir denir. 




Sapali bir arahk iizerinde siirekli olan fonksiyonlar cok onemli ozelliklere sahip- 



th*. Bu kesimde bu ozellikleri verecegiz. Bunlann ispati bu kitapta yer almayan 

/(«)■ 


baska kavramlara ihtiyag gosterdiginden, bunlann ispatina girmeyecegiz. ispat- 
[anni gormek isteyenler, kaynaklar kisminda verilen [3] de bulabilirler. 


Do c h 



y 

TEOREM 2.6 (Ara Deger Teoremi) : 

/ fonksiyonu [ a,b ] arahginda siirekli olsun. p, f(a) ile fib) arasmda her- 

/(a) 

« 

hangi bir sayi ise, [a,b] arahginda, /(c) = p olacak sekilde en az bir c noktasi 



vardir. 




0 

a c l c 0 c 3 \ \b 

Yukanda sozii edilen c noktasi tek degildir. Baska bir deyisle fie) = p olacak 

fib 

y 

§ekilde birden fazla c noktasi bulunabilir. Bunu gormek icin yandaki §ekli ince- 
lemek yeterdir. 

Ara deger teoreminde p = 0 ahmrsa §u teorem elde edilir : 





/ : 

TEOREM 2.7 (Balzano Teoremi) : 


a ! 

/ fonksiyonu [a,b] arahginda siirekli olsun. fid) ile fib) zit i§aretli ise 

0 

! A b 

a ile b arasmda fic) ~ 0 olacak gekilde en az bir c noktasi vardir. 


m\ 


ORNEK : x 3 + x 2 - 1 = 0 denkleminin 0 ile 1 arasmda bir koke sahip oldugunu 
gosteriniz. 

^oziim : f(x) = x i + x 2 - 1 fonksiyonu [0,1] iizerinde siireklidir. 

f[ 0) ~ — 1 < 0, /[ 1 ) - 1 > 0 oldugundan 0 ile 1 arasinda/(c) = 0 olacak §ekilde 
en az bir c noktasi vardir. §u halde c 3 + c 2 - 1 = 0 dir. Bu c nin bir kok oldugunu 
gosterir. 



[ x + 2, 0 < x < 3 ise . 

ORNEK : f[x) = { fonksiyonunun grafigmi ?izimz. 

[x-2, -3<x<0 ise 

f fonksiyonu /(-3) ile /(3) arasindaki her degeri ahr mi? -3 ile 3 arasmda 
f[c) = 0 olacak §ekilde bir c var midir? 

^oziim : §ekilden de goriildugii gibi -2 <-p < 2 igin ,/(c) ~ p olacak sekilde bir 
c noktasi yoktur. Omegin [-3,3] araligindaki higbir noktada f(c) = I olamaz. 
(v ss 1 ile fonksiyonun grafigi lcesismedigine dikkat ediniz.) 

Bu durum/ nin siirekli olmamasindan kaynaklanmaktadir. 
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TEOREM 2.7 

/ : [ci,b\ -» R fonksiyonu siirekli ise simrlidir. 

f: [ a,b ] -4 R fonksiyonu siirekli oldugunda Vx g [a, ft] igin m < fix) < M ola- 
cak §ekilde m ve M saydari vardir. 


TANIM 



V 

mutlak maks. 
yerei. maks. 

A c R, f: A — » R bir fonksiyon vece A olsun. 
lx - cl < 8 

yerei maks. 



1 \ 

yerei maks. / j \ 

i \ \ 

i l\ / 1 

§artmi saglayan her x g A igin 

V 

yerei min . 

\ ■ i 

m/ 

/(x) </(c) 

olacak sekilde bir 8 > 0 sayisi varsa, / fonksiyonu c noktasinda bir yerei 


mutlak min. 
yerei min. 

(lokal, rolatif) maksimuma sahiptir denir. 


d e A olsun. 
lx - d\ < 8 


sartim saglayan her x e A igin 
f(x) >f(d) 

olacak §ekilde bir 8 > 0 sayisi bulunabilh’se,/ fonksiyonu d noktasinda bir 
yerei (lokal, rblatii) minimuma sahiptir denir. 

Yerel maksimum ve yerei minimum degerlerine fonksiyonun ekstremumlari 
veyaekstrem degerleri adi verilir. 

Eger her x g A igin 

m <f( P ) 

olacak §ekilde bir p e A varsa/ fonksiyonu p noktasinda birmutlak maksi- 
muma , her x e A icin 

a*) 

olacak sekilde bir r e A varsa, /fonksiyonu r noktasinda birmutlak minimu- 
ma sahiptir denir. Ap) sayisina fonksiyonun en biiyiik degeri ,/(r) sayisina da 
fonksiyonun en kilcilk degeri denir. 


Yukaridaki tanima gore her mutlak maksimum aym zamanda bir yerei maksi- 
mumdur. Aym §ey mutlak minimum icin de dogrudur. Fakat bunun karsiti dogru 
degildir. Bir fonksiyonun yerei maksimum ve yerei minimum degerleri birden 
fazla olabilir. fakat mutlak maksimum ve mutlak minimum degerleri varsa tektir. 
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/ fonksiyonu [a, ft] araligmda siirekli ise en biiyiik ve en kiigiik degerlerini [a,b] 
araliginm noktalarinda alir. Dolayisiyla mutlak minimuma ve mutlak maksimu- 
ma sahiptir. Asagidaki teorem bize bu degerlerin nasil bulunabilecegini goster- 
mektedir. 


TEOREM 2.8 : 

/ : [a,ft] -» R fonksiyonu siirekli olsun. / fonksiyonu yerei ekstrem degerle- \ 
rini (a, ft) araliginm c u c 2 , ... , c„ noktalannda almi§ olsun. 

Aa),Ac{),Ac 2 ), ... ,/(c n ) ,/(ft) 

sayilarimn en btiyugii, fonksiyonun mutlak maksimum degeri, en kiiciigii j 
fonksiyonun mutlak minimum degeridir. 

Ispat : Eger/ fonksiyonu bir mutlak ekstrem degerini [a, ft] araliginm bir ig nok- 
tasinda alirsa bu deger, A c \)> A c i)^ ••• , /(c n ) yerei ekstremumlanndan biridir. 
Fakat fonksiyon mutlak ekstrem degerlerini a ve ft ug noktalannda da alabilir. Bu 
nedenle /fc‘ 1 ),/‘(c 2 ), ... ,/(c n ) sayilarmi A a ) ve /(ft) ile de kar§ilastirmak gerekir. 

( -x, -3<x<-l ise 

x + 2, - 1 < x < 0 ise bigiminde tanimlanan fonksiyo- 

2(x-l) 2 , 0<x<3 ise 

y 

, nun yerei ekstremum ve mutlak ekstremum degerlerini bulunuz. 

3 /I Coziim : Fonksiyonun grafigi yandaki gibidir. GbrUldugii gibi, fonksiyon [-3,3] 

, 2 1 araligmda bir siirekli fonksiyondur. Fonksiyon mutlak minimum degerini [-3,3] 

araliginm bir ig noktasi olan 1 noktasinda almaktadir. Bu nokta aym zamanda bir 
yerei minimum noktasidir. Fonksiyon mutlak maksimum degerini, [-3,3] 
i'** 1 r* - v araliginm bir ug noktasi olan 3 noktasinda almaktadir. Buna gore fonksiyonun en 
, ; kligvik degeri /(l) = 0, en biiyiik degeri /(3) -!.(?■>- 3) 2 = 8 dir. 

Her x e [-3,3] igin 0 </(x) < 8 dir. 

Birebir ve orten fonksiyonlarin terslerinin varoldugu bilinmektedir. Simdi bu ters 
fonksiyonun hangi ozelliklere sahip oldugunu gosteren bir teoremi ifade edelim. 

TEOREM 2.9 : 

/ : [a,b] — > R siirekli ve kesin artan bir fonlcsiyon olsun. f(a) = c ve/(ft) = d : 
ise 

(1) /: [a, ft] — » [c,d\ fonlcsiyonunun/ -1 : [c,d] [ a,b ] tersi vardir. j 

(2) f~ l fonksiyonu [c,d\ iizerinde kesin artandir. 

(3) /“' fonksiyonu [c,d] iizerinde siireklidir. 
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Asagidaki egitliklerle tanimlanan f : R R fonksi- 
yonlarmin siirekli olup olmadiklanni aragtinmz. Sti- 
reksiz olduklari durumlarda siireksizlik gegidini be- 
lirtiniz. 

(a) f(x) = x + Ixl 

(b) f(jc) = Vx-Ixl 

x * 0 ise 

(c) m = lx 2 

{ 0, x = 0 ise 


(d) JU) = 


1xl + [-xl, 

- 1 , 


x(£Z 

xeZ 




x 2 -4 
x-2 ’ 


x * 2 ise 
x-2 ise 


fonlcsiyonunun her yerde siirekli olmasi igin m ne 
oimalidir? 


'x 2 - 1, 
2 ax. 


x<3 ise 
x> 3 ise 


fonksiyonunun her yerde siirekli olmasi igin a ne 
oimalidir? 



fi,x) = |x 2 - 2x1 fonksiyonu x - 1 noktasinda siirekli 
midir? 

2cosx, x<0 ise 

acosx + b, 0<x<n ise 
- sinx, x > n ise 

fonksiyonunun her yerde siirekli olmasi igin a ve b 
ne oimalidir? 

{ - lx + 1|, x < 0 ise 
lx - 11, x > 0 ise 

fonksiyonu x = 0 da tanimb degildir. 

(a) fonksiyonun x = 0 da sagdan siirekli olmasi 
igin/(0) ne oimalidir? 

(b) fonksiyonun x - 0 da soldan siirekli olmasi igin 
fiO) ne oimalidir? 

fix ) = [x|] + I-xJ fonksiyonunun grafigini giziniz. 
Fonksiyon hangi noktalarda siireksizdir. Bu siirek- 
sizlik ne tiir bir siirek sizliktir? 

fix) = — fonksiyonu iginyf-1) = -1,/(1) = 1 dir. 

Fonksiyon - 1 ile 1 arasindaki sifir degerini alir mi? 
Bu sonug Balzano Teoremi ile geligir mi? 



10, x 6 + 2x - 2 = 0 denkleminin -2 ile -1 ve 0 ile 1 
arasmda birer koke sahip oldugunu gosteriniz. 
Denklemin bagka kokii var midir? 

(y - 2 - 2x dogrusu y = x 6 egrisini kag noktada 
keser?) 

13, 8x 3 - 12x 2 - 2x + 3 = 0 denkleminin (-1 ,0) , (0,1) ve 
(1,2) araliklarmda birer koke sahip oldugunu gos- 
teriniz. x- y koyarak denklemin bu iig kokiinii 

bulunuz. 

12, Agagidaki denklemlerin kargilarmda yazili aralik- 
larda birer koke sahip olduklarim gosteriniz. 

(a) x 2 - 5 = 0, I = [2,3] 

(b) x 3 + x + 1 = 0, I = [-1 ,0] 

(c) x 3 - 3x 2 +1=0, I = [0,1] 

(d) x 3 - 5 = 0, I = [1,2] 

(e) x 4 + 2x - 1 = 0, I = [0,1] 

(f) x 5 - 5x 3 + 3 = 0, I =[-3,-2] 

13., -3,-2, -1,0, 1,2 noktalarindaki fonksiyon deger- 
lerinden yararlanarak agagidaki denklemlerin iiger 
koke sahip olduklarim gosteriniz. 

(a) x 3 - 4x + 1 = 0 

(b) x 3 - 3x 2 + 1 = 0 

. _ . (sin --, x *= 0 ise 
■ fix) = l X 

\ 0 , x = 0 ise 

fonksiyonu x = 0 da siirekli midir? 

13. Siirekli/: [a,b] ->R,g: [ a,b ] -» R fonksiyonlan ve 
bir x 0 e (a,b) noktasi verilmig olsun. 

lim f0,) - gM 

X~X 0 x — Xq 

ise / ve g fonksiyonlarmin grafikleri x 0 da tegettir 
denir. 


fix) = 2x 2 ve g(x) = -x 2 + 6x - 3 fonksiyonlarina ait 
grafiklerin x 0 = 1 noktasinda teget olduklarim gos- 
teriniz. 

3 / : [0,1] [0,1] fonksiyonu siirekli olsun. [a,b] de 

Ac) = c 

olacak gekilde bir c sayisimn var oldugunu gosteri- 
niz. Bu c sayisina fonksiyonun bir "i.hi. 13 
denir. 

Agagidaki egitliklerle tanimlanan 

/: [0,1] -4 [0,1] fonksiyonlarmin sabit noktalarim 

bulunuz. 

(a) fix) = 1 - x 2 (b) fix) = x 2 

(c) fix) = 1 - x (d) fix) = x 

(e) fix) = j (f) Ax) = sinx 

, ( x 2 + 2, -2<x<0 

\-(x 2 + 2), 0 <x < 2 

fonksiyonu veriliyor. [-2,2] araligmda A x ) = 0 °l a ' 
cak gekilde bir x noktasi var midir? 

3 - a n . a 0 < 0 olmak iizere 

a n x n + a n _, x n_I + . . . + 0 |X + a 0 =0 

denkleminin en az bir pozitif koke sahip oldugunu 
gosteriniz. 

' 3 [a,b] arahgi iizerinde siirekli ve reel degerli bir / 
fonksiyonu veriliyor. 

Aa) ^ a ve A&) ^ b 

oldugunda,/ fonksiyonunun bir sabit noktaya sahip 
olacagini gosteriniz. 

[g(x) = f(x) - x fonksiyonunu gozoniine aliniz.) 
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(a) fix) = fix 2 + x - fix 2 - x 3- Tamm kiimesinin her x elemam igin 

fonksiyonunun tamm kiimesini bulunuz. /(.r) > 0 ve lirn [/Of)] =L>0 olsun. 

(b) lim fix) limitini hesaplaymiz. |j m fi x )--fiL 



fveg asagidaki §artlan saglayan ilci fonlcsiyon ol- 
sun. 

0 < Ijc - 21 < ^ ise fix) - 31 < e 


oldugunu gosteriniz. 

lim fix) = L ise her n e N igin 
lim fix" ) = L 

x—G 

olacagim gosteriniz. 

Oyle/ve g fonksiyonlari bulunuz ki 
lim (fix) + g(x) ) mevcut fakat 

jr — a 

lim fix) ve lim g(x) mevcut olmasin 

x —+ a x — a 


0 < Lv - 21 < £ + ve ise lg(x) — 41 < e. 

Oyle bir 8 > 0 bulunuz ki 

0 < lx - 21 < 5 oldugunda fix) + g(x) - 71 < ~ 
olsun. 

lim fix) = L ve lim fix) -M ise L = M dir. 

x — a x — a 

Onermesinin dogrulugunu gosteriniz. Bunun anla- 
mim belirtiniz. 

Oyle bir/fonksiyonu bulunuz ki 

lirn |/(x)| = 1 fakat lim fix) mevcut olmasin. 

Ifl siirekli ise/ siirekli midir? 


Oyle/ve g fonksiyonlari bulunuz ki 
fix) 

lim J ' mevcut fakat fve g den en az biri x = 0 da 
8ix) 

limitli olmasin. 
a > 0 igin 

lim fiax 2 + bx + c = lim fia x + ~\ 

.V — ±00 V .V — ± 00 | 2a I 

oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak 

lim ( A /4x 2 + 8x + 1 - V4x 2 - 3x - 1 ) = — 
oldugunu gosteriniz. 

lim/(x) = L ise lim fi~x)~L dir, gosteriniz. 

x — a x — a 


Her x a igin l/(x)l < M lx - a\ 
olacak §ekilde bir M sayisi varoldugunda 
lim fix) = 0 olacagim gosteriniz. 

X -+ G 
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15, lim fix) = L ve g fonksiyonu L de siirekli ise 

x-*a 

lim igoj) (x) = g(L) olacagim gosteriniz. 

16 . Agagidaki limitleri hesaplaymiz. 

(a) lim Vtanx + 3 sec x 

x- 0 

(b) lim sin cos ( tan x)j 




A o B K 


§ekilde AP dogrusu [AB] gapli yan gembere A da 
tegettir. P ve N noktalan LAP! = I AM kalacak §ekilde 
A noktasma dogru hareket ettiriliyor. 

IASI = 2 birim olduguna gore, 
hrn^ \BK\ kag birimdir? 

Baska bir deyisle. P noktasi A ile gakisirken K nok- 
tasi B den kag birim uzaklasir? 


k , x - 0 ise 

fonksiyonunun R de siirekli olmasi igin k ne olmali- 
dir? 


9. Agagidaki bagintilarla tammlanan fonksiyonlarin 
siireksizlik noktalanm bulup bu noktadaki sigrama 
miktarlanm hesaplaymiz. 

(a) fix) = 2fifi^}l 

x- - x 

(b) fix) = arctan — ~ 

x- 3 



(a) fix) = co$(x n ) , n e N 

(b) g(x) = cos (lnx) 

(c) h(x)= Jy-cos-x 


22, f{x) - — - — olsun. 
x- 1 

g(x) = ifofqf) (x) 

fonksiyonunun x f = 0 ve x 2 = 1 noktalannda siirek- 
siz oldugunu gosteriniz. 


23 , fix) = — - sin k + 3 fonksiyonu [-2.2] araliginda 
7 

— degerini alabilir mi? 


24 . n bir dogal sayi olmak tizere, 

/ : R — > R, fix) = x 2n+1 fonksiyonunun siirekli ve 
artan oldugunu gosteriniz. 

Bunun tersi olan f 1 (x) = 2/1 + vx fonksiyonunun 
da siirekli ve artan olacagim gosteriniz. 

25 . a 0 , a,, ... ,fl n+1 pozitif sayilar olmak iizere 

fix) = (%x- 2n+1 + fl|X 2n_l + ... + a n x + fl n+5 

fonksiyonunun siirekli ve artan bir tersinin var oldu- 
gunu gosteriniz. 


Ill 


26. Reel katsayili ve tek dereceli her polinom denklemi- 
nin, yani 

ct(yC- n+i + OjX 2 " + ... + a 2n x + « 2n+] = 0 

denkleminin en az bir koke sahip oldugunu gos- 
teriniz. 

27, /fonksiyonu [a,b] araligmda siirekli olsun. /(x) = 0 
denklemi a < x 1 < x 2 < ... < x n < b bagmtisim 
saglayan n tane koke sahip olsun. 


f : A -» R , g : A — > R fonksiyonlan igin, 
males if, g ) ve min if, g ) fonksiyonlan 
maks (f, g)(x) = males {fix), g(x)} 

min if, g)(x) = min {/(*), <?(*)) 
bigiminde tammlamyor. 

/ ve g, a noktasinda siirekli oldugunda maks(f,g) , 
min(f,g) fonksiyonlanmn da a da siirekli olacagim 
gosteriniz. 


{a,x{) , (Xj,x 2 ) , ... ,(x n ,b) 

araliklarinm her birinde/(x) in aym igaretli oldugu- 
nu, yani sozkonusu herbir aralikta isaret degi§tirme- 
digini, gosteriniz. 

Bundan yararlanarak 

fix) = x (x - 1 ) (jc — 2) (x - 3) 

fonksiyonunun [-1, 5] arahgindaki i§aretini ince- 
leyiniz. 

22, sinx - x + 1 = 0 denkleminin bir koke sahip 
oldugunu gosteriniz. 

ax + b sirnc = c denklemi daima bir koke sahip 
midir? 

1 , x rasyonel ise 
0, x irrasyonel ise 

fonksiyonunun higbir noktada siirekli olmadigim 
gosteriniz. 

^ x2, x ras y° ne l ‘ se 

j-x z . x irrasyonel ise 

fonksiyonunun sadece x = 0 da siirekli oldugunu 
gosteriniz. 

31 Kx)= lim ( sinx) 2 ' 1 

X - o= 

fonksiyonu hangi noktalarda siireksizdir? 




x rasyonel ise 
x irrasyonel ise 

fonksiyonu veriliyor. A§agidaki fonksiyonlarin sii- 
reklilik durumlarim inceleyiniz. 

(a) xf(x) (b) \x\f(x) 

(e) y/i) (d) sinx f(x) 

2'L f:R—*R fonksiyonu her yerde siirekli bir fonksi- 
y on olsun. c>0 igin 

I c, fix)> c ise 
fix), \f(x)\ < c ise 
- c, f{x) < - c ise 

bigiminde tammlanan f fonksiyonunun her yerde 
siirekli oldugunu gosteriniz. 

dS, (a) / fonksiyonu a da siirekli, 

g fonksiyonu a da siirekli degilse, 
f . g a da siirekli midir? 

(b) / ve g a da siireksiz ise 

f . g a da siirekli olabilir mi? 
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Matematik, mtihendislik, fizik, ekonomi, kimya ve istatistikte lcar§ila§ilan konu- 
lardan biri de degi§kene verilen bir artmanin fonksiyonda meydana getirecegi de- 
gigikligin, degigkendeki artmaya oranmin limit durumudur. Bu, matematikte te- 
getin egimi, fizikte hiz ve ivme, kimyada reaksiyon hizi, ekonomide marjinal ge- 
lir ve marjinal fiat kavramlarim agiklamada kullamhr. Bu bolumde, tiirev denilen 
bu kavram tamtilacak, bundan sonraki bbliimde ge§itli uygulamalara yer 
verilecektir. 



y =f(x) ile verilen / fonksiyonu x in bir komgulugunda tanimh olsun. x degi§ke- 
nine Ax artmasi verildiginde fonksiyondaki degi§me miktan 

Ay = fix + Ax) - fix) 

olur. Bu durumda, fonksiyondaki degi§menin degi§kendeld degi§meye oram 

Ay _ fix + Ax) -fix) 

Ax Ax 

olacaktir. Ax, h ile gosterilirse, bu oran 

fix + h) -,f{x) 
h 

bigimini ahr. 

OMNEK : f{x) = 2x + 3 ve g(x) = x 2 fonksiyonlan igin degi§im oranlarini hesap- 
laymiz. 

^dziim : fix + h) - fix) = 2(x + h) + 3 - 2x - 3 = 2h 

oldugundan, degi§im oram 

fx + h) -fix) _ 2 h _ 0 
h h 

olur. Su halde her h degisimi igin oran sabit olup 2 dir. 
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g(x + h) - g(x) = (x + h ) 2 - x 2 = x 2 + 2 hx + h 1 - x 2 
= 2 hx + h 1 

olacagmdan, degigim orani 

g(x + h) - g(x) _ 2 hx + = 2x + fc 

h h 

bulunur. Goriildilgii gibi, bu oran hem x noktasma hem de h artmasma baglidir. 

/fonksiyonu bir a noktasmin bir komsulugunda tanimh ve x de bu komsulugun 
bir noktasi olsun. Bu durumda degisim orani 

jjx) -m 

x- a 

olacaktir. 
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TEOREM 3.1 : 


a noktasmdaki tiirevin varolmasi icin gerek ve yeter §art, sag ve sol turevlerin 
var ve birbirlerine esit olmasidir. 




TEOREM 3.2 : 

Ad R, a e A ve /, A iizerinde tanimh bir fonksiyon olsun. Eger/fonksiyo- 
nu a noktasinda tiirevli ise aym noktada siireklidir. 


Ispat : /, a noktasinda tiirevli oldugundan 


g(x) = 


M-M 

x-a 


biciminde tanimlanan 
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g : A \ { a } R fonksiyonunun a noktasinda limiti vardir ve bu limit fid) dir. 


fix) =fa) + (x-a) g(x) 
yazilabildiginden 

lim fix) = lim [f(a) + {x-ci) g(x)] 

= fid) + 0. fid) = fa) 
olur ki bu da ispati tamamlar. 

Yukaridaki ornekte verilen fix) — \x\ fonksiyonu x = 0 da siirekli oldugu halde 
tiirevli degildir. §u halde siireklilik tiirevliligi gerektirmez. Bu teoremden §u 
sonu$ ifade edilebilir : 

SONUC 3.1 : 

Bir fonksiyon bir noktada siirekli degilse tiirevli de degildir. 

3=2 IURE¥ MMmA QMMEL KURALLAR 

Bu kesimde temel tiirev alma kurallari verilecektir. 



tspat : fix) = c almirsa 

/■(*) = lim + = lta £zJL= lta o = 0 

J h-0 h /r — 0 h h-0 

bulunur. 



TEOREM 3.5 : 

/ tiirevlenebilen bir fonksiyon ve c bir sabitse 
[c fix)] = c fix) 
dir. 


i * r a YT r C fix + h) - C fix) fix + h) -fx) 

Ispat : [c fix)} = hm = c lun ^ = c fix) 


TEOREM 3.6: 

fveg,AczR iizerinde tanimli ve x e A noktasmda tiirevlenebilen fonksiy- 
onlar ise/+ g de x noktasmda tiirevlenebilir ve 

l/W + gtof = /'(*) + *'(*> 

dir. 


Ispat : 




[fix) + g(x)f = 

lim 

li-O 

■ h) - if + 
h 

g)(x) 


lira + k) + 

g(x + h) 

-fix)- Six) 


A- 0 

h 


= 

lim ^ + «- 

-fix) + 

lim six+h) - 


It- 0 h 

h 

'-() h 

=s 

fix) + g'ix) . 




Teorem 3.5 ve 3.6 dan birle§tirilerek §u sonu£ ifade edilebilir. 


SQNU^ 3.2 : 

f\eg,x noktasinda tiirevlenebilen fonksiyonlar ve a lie b sabitlerse, 
af + bg fonksiyonu da x noktasmda tiirevlenebilir ve 

[a fix) + b gix)] = a fix) + b g\x) 
dir. 


Teorem 3 .4 ve Sonug 3 .2 den 

{a n x n + a n ^x n ~'+ . . . + a.\X + a 0 )'= n a n x n ~ ] + in - 1 )a n _ , .r r_2 + a , 


yazilabilir. 
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ORNEK : P(x) - 3x^ + 4a 4 + 2a 3 - 8x 2 - x + 1 polinomunun tiirevini aliniz. 
Coziim : P'(x) = 5 . 3x 4 + 4.4a 3 + 3. 2x 2 - 2. 8x - 1 


= 15a 4 + 16a 3 + 6a 2 - 16a - 1 


olur. 


TEOREM 3.7 : 

/ve g, x noktasinda tiirevli iki fonksiyon ise 
f.gdex noktasinda tiirevli olup 

[A x) ■ s(a)]' = fix) ■ g(x) + Ax) • g'(x) 
dir. 


if.g)\x) = 


lim (f -8)( x + h ) - if ■ S)(x) _ ]im /(a + h) g( a + h) - Ax) g(x) 
h—o h h—o h 

lim + ® g{ - x + ^ "Ax) 8<kX + h ^ + A x ) g(x + ® ~A X ) 

/,™o h 

lin{ 

fix) . lim g(x + h) + Ax) . g'(x) 

It — o 


yazilabilir. Diger taraftan g fonksiyonu a noktasinda tiirevlenebilir oldugundan 
bu noktada siireklidir. Dolayisiyla 

lim g(x + h) = g(x) 

n — 0 

olacaktir. Buna gore 

</• gY(x) = fix) g(x) + Ax) g'(x) = (f'g + fg'){ a) 


olur. 

O halde/ve g nin tiirevlenebilir oldugu her x e A icjin 
[Ax) g(A)]' = /'(a) g( a) + Ax) g'(x) 
elde edilir. 


ORNEK : /(a) = (a 2 + 1) (a 3 + 4a 2 + 2a + 1) fonksiyonunun tiirevini hesaplayi- 
niz. 

£6ziim : 

/'(a) = (a 2 + 1 )' (a 5 + 4a 2 + 2a + 1 ) + (a 2 + 1 ) (a 3 + 4a 2 + 2a + 1 )' 

= 2a (a 5 + 4a 2 + 2a + 1) + (a 2 + 1) (5a 4 + 8a + 2) 

= 2a 6 + 8a 3 + 4a 2 + 2a + 5a 6 + 8a 3 + 2a 2 4- 5a 4 + 8a + 2 

= 7a 6 + 5a 4 + 16a 3 + 6a 2 + 10a + 2 

olur. 


ORNEK : y = [/(a )] 2 ve y = [/(a )] 3 fonksiyonlarmin tiirevlerini bulunuz. 
y = [/(a)]" i^in bir tiirev formiilii elde ediniz. 

Cbziim : 

{[Ax)] 2 }' = {Ax) - ./(A-)}' - fix) . Ax) + fix) . Ax) = 2 Ax), fix) 

olur. 

{[/(A)] 3 }' = {[Ax)] 2 ■ /(A)} = 2 Ax) fix) Ax) + [/(A)] 2 f{x) = 3 [A A)] 2 fix) 
bulunur. Benzer yolla, her ne N icin 
{[^)] /, }=» [/a)]" _ 1 /'(a) 


oldugu kolayca gosterilebilir. 


y = \f(x)T ifadesinde/x) = u denirse y = » n 


olur. Bu durumda 

n [Ax)T~ : ~ n u n ~ ] = & , 

olacagindan 

dy_ _dy_ du_ 
dx du ’ dx 


dx 


yazilabilir. Bu yonterne zincir kurah adi verilir. Bu kural diger fonksiyonlar ifin 
de gegerlidir. Bununla ilgili geneliteorem agagida verilmijtir. 


TEOREM 3.8 : 

/ fonksiyonu a de, g fonksiyonu/(A) de tiirevli ise gof fonksiyonu a de tiirevli 
olup 

(gof)’(x) = [g(A x )]' = gjf(x)) /'(a) 
dir. 
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tspat : 

(MffC*b)= lim = Um ;>/■)- gtfW) ^ 
ti~o h /i-o h 

fix) = y ve /(x + /z) - fix) = k diyelim. k, h ya bagli olup,/ nin x noktasinda 
siirekli olmasindan 

H k ‘° 

dir. Aynca 

lHh fXx 

olacaktir. Eger x 0 noktasinm bir kom§ulugunda k# 0 ise yukandaki limit, pay 
ve payda k ile garpilarak, 

§eklinde yazilabilir. Buradan da 
(gof)'(x) = g'(y) f'{x) 
bulunur. 

x- noktasinm her komgulugunda k=f(x + h) -fix) ifadesi sonsuz gokluktaki nok- 
tada sifir degerini alabilir. Bu durumda yukandaki garpma islemini yapmak hatali 
olur. 


X(t) = 


g(y 0 + t)-g(y Q ) 


-g'(y 0 ), 0 ise 


0, t = 0 ise 

jeklinde tanimlanan X fonksiyonunu gozoniine alalim. 


lim X(t) = 0 = A(0) 

oldugundan X fonksiyonu t = 0 da siireklidir. 


y (y 0 + r) - g(yo) = t [A(0 + g’(y 0 ) ] 
olacagindan , 


Bile§ik fonksiyonlarin bu tiirev alma kuralma zincir kurali denir ve bu kural daha 
kangik bilegik fonksiyonlar icin de kullamlir. Ornegin 

y =fiu(v(w(x)))) 

§eklinde bir bilegik fonksiyon verilir ve gerekli tiirevlenebilme §artlan saglanirsa 

,_dy__dy_ du_ _dv_ dw 
^ dx du dv dw dx 


olur. 



"?r 


ORNEK : Hava ile gigirilen kiire §eklindeki bir balonun r yangapimn aitma 
oram, r = 4 oldugunda 0,3 cm/s dir. Bu anda hacminin degisme (artma) oram 
nedir? 


(Qoziim : 

r = 4 igin -- 0, 3 cm I s dir. 


V = -^-k r 3 oldugundan = Anr 2 = 64a: dir. Zincir kuralindan 


dV_ _ dV_ dr_ 
dt dr ' dt 


= 64jt . (0,3) = 60,544 cm 3 /s 


bulunur. 


TEQREM 3.9 : 

f 

/ve g,x noktasinda ttirevli iki fonksiyon ve g(x) £ 0 ise, fonksiyonu da 


x noktasinda tiirevlidir ve 


f /Wt f'(x)g(x)~ g\x) fix) 


[ g(x) 1 




dir. 


(gof)Xx 0 )= Ita = lim *[W^0’,)] 

0 h-0 h h - 0 h 


= i™ 0 t X(/c) + )] ■ jifl) J = ) • fbo ) 


tspat : 



/ 


-l-{x + h)-£- ( x ) 


fix + h) 


lim 


h 




fix) 

g(x) 


bulunur. 

Buna gore (gof)(x) - g(fix)) fonksiyonunun tiirevini aimak igin once (gof) nin/ye 
gore tiirevini alip,/nin x e gore tiirevi ile garpmahdir. 


fix+h)g(x)-fix)g(x + h) 

lim ; — 7 — 77 — —— 

h-0 hg(x)g(x + h) 
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= in 


= iim 


fix + h) g(x) -fix) gjx) + fjx) gjx) -fjx) gjx + h) 


1 


ft-o g(x)g(x + h) 
1 


h gi x) g(x + h) 
fix ^h)- fix) 


h 


gix)-fix) 


gjx + h)~ gjx) 
h 


2 (x) 


if'ix) gix)-f(x)g'ix)) = 


-fl—IS_i x ) 


olur. O halde/ ve g nin tiirevlenebilir ve g nin sifir olmadigi her x noktasinda 

[ fix) 1' = f'jx)gjx) -fjx)g'jx) 

[gWj [g(x)) 2 


olur. 


ORNEK. : n e N i§in/(x) =x~ n geklinde tammlanan/: R - {0} — » R fonksiyo- 
nunun tiirevini bulalim. 



0.x" -n.x"- l A 
ix n ) 2 


- 1 


olur. Demek kike Z olmak tizere 
(x k )' = kx k - 1 


yazilabilir. 


3.3 TSRS FONKSlYONUN TURE¥l ^ ... . 

A, B c ve/: A — » B fonksiyonu birebir orten ise bu takdirde fix) e B sayisini 
xe A noktasina donustiiren bir f~ : B — > A fonksiyonunun mevcut oldugunu bi- 
liyoruz. Simdi / fonksiyonunun tiirevi ile f -1 fonksiyonunun tiirevi arasindaki 
iligkiyi veren teoremi ispatlayalim. 


TEOREM 3.10 : 


! A, B c. R ve f : A B fonksiyonu birebir orten olsun./ fonksiyonu x 0 e A 
| da tiirevlenebilir ve /'(x 0 ) ^ 0 ise /” 1 : B — > A fonksiyonu da 3 > 0 = /(x 0 ) da 
| tiirevlenebilir ve 


{r l )'iy 0 )= 


1 

fix 0 ) 


j dir. 


Ispat : 

</ -1 )'(yo)= lim 


r\y)-r'(y 0 ) 

— = lim 


y-y 0 

i 


* - *n fM -fix 0 ) 


s fix) ~.fix o) fix o) 

x -xo 


olur. \f fonksiyonu x 0 da tiirevlenebilir oldugundan aym zamanda siireklidir. 
Dolayisiyla f _! de y 0 da siireklidir. §u halde y — » y 0 icin x — » x 0 dir.] 


ORNEK: fix) = 


x 2 + l 
x + 2 


fonksiyonunun tiirevini bulunuz. /'( 0) nedir? 


£ozum : 


fix) = 


(x 2 + l)'.(x + 2) - (x + 2)'.(x 2 + 1) 
(x + 2) 2 


_ 2x(x + 2)~ l(x 2 + 1) _ x 2 + 4x - 1 


(x+2) 2 


(x+2) 2 


olur. x - 0 konursa 

n 

bulunur. 


ORNEK : f(x) = x 5 + x egitligi ile tammlanan f:R—>R fonksiyonu veriliyor. 
if 1 )'(2) tiirevini hesaplayiniz. 

^oziirn : y 0 - 2 oldugundan 

x 5 +x-2=>x c = 1 

olur. fix) = 5x 4 + 1 => /'(1) = 6 olacagindan 


(T‘)'( 2) = 


1 

/'(l) 


6 


bulunur. 
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fix) = a 3 + 4a- fonksiyonu igin (/" ') (5) tiirevini 
hesaplayiniz. 

/ ve g tiirevlenebilen fonksiyonlardir. Bu fonksi- 
yonlar ve tiirevlerinin -1,0, 1,2 noktalanndaki 
degerleri a§agidaki tabloda verilmi§tir. 

(fog)' ( a ) ve (gof)' ( a ) tiirevlerinin verilen noktalar- 
daki degerlerini bulunuz. 


A 

fix ) 

g(x) 

fix) 

gXx) 

-1 

1 

2 

0 

-1 

0 

2 

-1 

2 

0 

1 

1 

2 

-1 

-1 

2 

o n 

1 

1 

2 


/ve g fonksiyonlari ile bunlann tiirevlerinin 1 ve 3 
noktalanndaki degerleri a§agidaki tabloda veril- 
mi§tir. 


A 

fix) 

g(x) 

fix) 

g'(x) 

1 

1 

3 

-1 

0 

3 

4 

1 

3 

2 


A§agidaki fonksiyonlarm kar§ilarinda yazih nokta- 
lardaki tiirevlerini bulunuz. 

(a) 2/ a = 3 

(b) f+g A=1 

(C) f.g A = 1 

(d) fig a = 3 

(e) fog x = 1 

(f) V/ a = 3 

(g) -V x=l 

(h) \lf + g 2 x = 3 

(i) fog x = 1 


Tek fonksiyonlann tiirevinin sift, §ift fonksiyon- 
larin tiirevinin tek olacagmi gosteriniz. Tiirevi tek 
olan fonksiyon cift, tiirevi cift olan fonksiyon tek 
olmak zorunda midir? 

fiO) = 1 , lim 1 =2 ve g(x) = ( a 2 + 3) ' 4 fix) 
dir. g'( 0) tiirevini hesaplayiniz. 


2x + x 2 sin — - , x^O 

A 

0 , A = 0 

olduguna gore f'(x) tiirevini hesaplayiniz. 
f fonksiyonu stirekli midir? 

g, g(0) = g'(0) = 0 ozelligine sahip tiirevlenebilen 
bir fonksiyon olsun. 

/;() J*Wcosi , x*0 

l 0 , A — 0 

bisiminde tanimlanan / fonksiyonunun tiirevle- 
nebilir ve /'( 0) = 0 oldugunu gosteriniz. 

g(x) - 1 + fix ve (go/) (a) = 3 + 2 V a + a olsun. 
/'( 4) turevini 

(a) fix) ifadesini bularak 

(b) Zincir kurali ile 
hesaplayiniz. 


fix) = cosa, g(y) = fir y 2 + y - 1 ve 
o 

h(z) = ~ — olduguna sore, 

Vl+z + r 

(fogoz)'( 0) turevini bulunuz. 
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3,4 TRIGONOMETRIC FONICSIY ONL AMIN TUREVi 


1) fix) = sins seklinde tammlanan f : R R fonksiyonunun tiirevini bula- 
lim, 

( sinx)' - lim sm ( x + h') ~ sinx _ jj m sinx cosh + sinhcosx- sinx 
X ” ft-o h - /,5o h 

cosh-1 . sinh 

= lim . sinx + lim cosx 

ft-o h ft-o ft 

olur. Diger taraftan 


lim 


cosh - 1 

|l - 2 sin 2 

!)- 

1 -2(sin-^-) 

- lim ' 2 

h 

~"ft™o Y 


ft- o h 


= lim 


„ . ft. 

~ 2Sln T C :„A 


ft-o ft 


.sin-^- lim (-2.^-) - 0 ve 

2 ft- o\ 21 ft- o ft 


oldugundan 

(sinx)'= cosx 
bulunur. 


2) fix) = cosx geklinde tammlanan / : R — » R fonksiyonu ujin 
(cosx)'=- sinx 

dir. Bunun ispatmi bir ah§tirma olarak okuyucuya biralayoruz. 

3) fix) = tans fonksiyonunun tiirevini bulahm. 

( tan x)’ = ( S2X1X V = ( sinx/. cosx - ( cosx)'. sinx 
l cosx/" ' " cos 2 x 

_ cos 2 x + sin 2 x _ cos 2 x | sin 2 x 
cos 2 x cos 2 x cos 2 x 
= 1 + tan 2 x ' x 17 - 
olur. 1 + tan 2 x = sec 2 x oldugundan 

( tanx)'= 1 + tan 2 x = sec 2 x 

olur. Bu tiirev, k eZ olmak iizere x * (2 k+ 1) y noktalarinda vardir. 

4) fix) - cotx fonksiyonunun tiirevinin x * fat ifin 
(cotx)'=- (1 + cot 2 x) = -csc 2 x 

olacagim bir ah§iirma olarak okuyucuya birakiyoruz. 


5) 


fix) = secx fonksiyonunun tiirevini bulahm. 
(secx)' m l 1 V_ 0. cosx - ( ~ sinx).l 


cosx 

sinx 


1 


cosx cosx 


- = tanx.secx 


olur. Su halde 

(secx)'= secx. tanx 

dir. Bu tiirev x £ (2k + I ) ~ noktalarinda vardir. 


6) fix) = cscx fonksiyonu i$in 
(cscx)'=- cscxcotx 

oldugu yukandakine benzer olarak kolayca gosterilebilir. Bu tiirev k e Z olmak 
iizere x * kn noktalarinda vardir. 


ORNEK : y = fix) = sin ax fonksiyonunun tiirevini bulunuz. 

£bziim : ax = u denirse y = sinn olur. Zincir kuralindan 

•— - - ( cos u)a = a cos ax 

ax au ax 

bulunur. Genel olarak, u fonksiyonu x degi§keninin bir fonksiyonu ise 

( sin n)'=( cos «)«' 

(cosw)'= ( - sin«)w' 

(tann)'= (1 + tan 2 u)u' 

( cot u)'= - ( I + cot 2 u)u' 

( sec w) - ( sec u tan u)u' 

( esc «)'= - ( esc u cot u)u' 

olur. 

ORNEK : y - sin3x 4- cos(x 2 + 1) fonksiyonunun tiirevini bulunuz. 
(/dzum : 

y' = ( cos 3 x) (3x)'~ sin (x 2 + 1) (x 2 + 1 )' 

= 3 cos3x - 2x sin(x 2 +1) 
olur. 
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2 ) fix) = arccosx fonksiyonu icin 


ORNEK : y = tan 3 x + sin(3x 2 ) fonksiyonunun tiirevini bulunuz. 
£oziim : y' - 3tan 2 x(t.anx)'+ cos(3x 2 )(3x 2 )' 

= 3 tan 2 x (1 + tan 2 x) + 6.x cos(3x 2 ) 

olur. 

ORNEK: y = (tanVx ) 5 fonksiyonunun tiirevini bulunuz. 

(^oziim : y' = 5( tan fix ) 4 ( tan fix )' 

= 5( tan fix ) 4 ( 1 + tan 2 fix )( fix )' 

= 5( t.anvT) 4 (l + tan 2 fix )— ^ 

2 vx 

olur. 

ORNEK :f(x) = (sec 6x) 3/2 igin f'(n) tiirevini hesaplayiniz. 
Cdzttm : f'{x) = y ( sec 6 x )‘ ' 2 sec 6x tan 6 x .6 = 9( sec 6 x ) 3 1 2 tan 6x 
oldugundan 

/'(jt) = 9( sec 6 rc ) 3 / 2 tan 6 jt = 0 
bulunur. 
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TMGONOME' 


Ters fonksiyonuti tiirevi ile esas fonksiyonun tiirevi arasinda 




1 

f'(y) 


bagmtisinm oldugunu gbrmti§tuk. Bundan yararlanarak trigonometrik fonksiyon- 
larm terslerinin tiirevlerini hesaplayacagiz. 

1 ) fix) = arcsinx egitligi ile tanimlanan /: [- 1 , 1 ] fonksiyonunun 

tiirevini bulahm. 

Bu fonksiyon, g(y) = siny §eklinde tanimlanan g : |- y ,yj —> [-1,1] fonksiyo- 
nunun ters fonksiyonu, yani y = arcsinx <=> siny = x oldugundan 

{ arcsinx)'= - — ~ — - - ; * — = * 

(siny) cosy Vl-x 2 

bulunur. Bu ifade Ixl < 1 icin tammli oldugundan 

( arcsinx)'- — - , (Ixl < 1 ) 

fil-x 2 


olur. 


(arccosx)'= - - , (bcl < 1 ) 
a /1 -x 2 

oldugu benzer §ekilde gosterilebilir . 

3) fix) = arctanx §eklinde tanimlanan 

/.-/?—»(- y, y ) fonksiyonu g : ( - y , y ) — » R fonksiyonunun ters 
fonksiyonlandir. Dolayisiyla y = arctanx <=> tany - x dir. Buna gore 

( arctanx)'= —----7 = ^ 

(tany) i + t an 2 y 1 +x 2 

olur. §u halde 

( arctanx)'= — - , (-«> < x < «>) 

1 +x 2 

yazilabilir. Benzer sekilde 

(arc cotx)'- - , (-<»<x<<») 

1 +x 2 

oldugu gosterilebilir. 

fix) - arcsecx §eklinde tanimlanan f : R \ (-1 ,1) — » [0,ji] fonksiyonu 
g : [0,:t] — > R \ (-1 ,1) +-+ g(v) = secy fonksiyonunun tersi oldugundan 

, v 1 1 

(arc sec x) = — = 

(secy) secy tany 

bulunur. tany = + ^sec 2 y - 1 = ± Vx 2 - I oldugundan 

(arc secx)'= 

±xfix 2 - 1 

bulunur. Bu ifade x<-l ve x> 1 igin tanimlidir. x < -1 icin y < y < Tt ve 
dolayisiyla tany < 0 olacagindan (-) igareti alinmahdir. x > 1 icin 0 < x < ~ 
ve dolayisiyla tany > 0 olacagindan (+) i§areti alinmahdir. Buna gore 

(arcsecx)' , ^ , ( 1 x 1 > 1 ) 

IxlVx 2 1 

olur. 

Benzer sekilde 

(arccscx)'= -- , -(lxl>l) 

|x| V x 2 -- 1 

oldugu gosterilebilir. 


128 


129 


ORNEK : y = arcsece 1 ' fonksiyonunun turevini bulunuz. 

Coziim : y'~ - ■■■ ■ - - - (e x ) = 

\e x \ye lx - 1 le'1 V e Zx - 1 

olur. Her x <= R i?in e x > 0 oldugundan 
e* 1 


y=- 


e x 4e* x - 1 Ve 2 *-! 


riv 


bulunur. 


ORNEK: f(x) ~ arctan — icin /'( 1) turevini hesaplayimz. 

1 

Coziim : fix) = — 

1 + 

olacagmdan /'(!) = - ~ dir. 



: f(x) = x tirccosx - VI - x~ fonksiyonunun turevini bulunuz. 


1 2x 

if oziim : fix) = 1 . arccos x - x - + - 


W? 2VT7 


= arccosx 


olur. 


ORNEK. : y = x -Jo 2 - x 2 + a 2 arcsin — fonksiyonunun turevini bulunuz. ( a bir 

a 

sabit) 


f oziim :y' = ya~ -x~ -- 


2xjc 


4a 2 -x 2 V<a 2 -x 2 


= 2 


bulunur. 


ORNEK : 


/(xj = |x - yj arcsin vx~ + Vx - x 2 
foziirn : /'(x) = 1. arcsin Vx +(x 


icin /'( 1) turevini hesaplayimz. 

1 \ (Vx )' t 1 1 - 2x 

2/ VI -x 2 2 V x - x 2 


= arcsin v /x + ■ 
= arcsin Vx" + ■ 
oldugundan /'( 1 ) = arcsin 1 = — 


2 x- 1 | 1 - 2x 

4 Jx J 1 - x 4 J x ~ x 2 


2 x- 1 t 1 - 2x 
4 Vx-x 2 4 Vx - x 2 


= arcsin 


olur. 


Vx 


ORNEK : 

f(x) = Vx 2 - 1 - ore sec x icin /'(V2 ) ve /'(V 2) turevlerini hesaplayimz. 


Coziim : 


Vx 2 - 1 


1 


IxlVx 2 - 1 


olacagmdan 


/'(v/2 ) - 


V2 

y^r 


3 _ = J2 - _L 

v/2 


1 

v/2 


ve 


/'(-V2) = ^p- 

bulunur. 


1 = -3 

vT.l V2 
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(b) y = arccos (x 2 ) 

(c) y = ~ arctan y 

(d) y = arccsc (1 + x 2 ) 

(e) y = arccsc -Jx + arcsec -fx 

(f) y - arccot Vx - 1 

(g) y - x VI - x 2 - arccosx 

(h) y - Vx 2 - 1 - arcsecx 

(i) y = arctanx - arccot 

(i) v = x arcsinx + V 1 - x 2 

(j) y = arcsin(x 100 ) 

(k) y = arctan(e- 1 ) 

(l) y = arcsec(x 2 ) 

(m) y = arcsin(tanx) 

(n) y-x arctanx + arctanvxT 

(o) y ~ arcsin|— j + arccosx 

(6) y = arccot |--yj 

(p) y = (arcsinVx^ ) 2 

(r) y - arctane v + arccot e~ x 

(s) y — sin( arctanx) + tan(arcsiax) 

(§) y = y[(x- l)V2x-x 2 +arcsin(x- I)] 


A§agidaki fonksiyonlarin karsilannda yazih tiirev- 
lerini bulunuz. 


(a) fix) - 1 arcsin (2x“ )J, 


1 . /5sinx + 4\ 

(b) y = — arcsin — — — — , 
3 \5 + 4sinx/ 


(c) y - 2 arctan 


f 2x+ 1 
3 


iq) y = — arcsin ax , 



f'(4) 
f'( 0) 
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3,7 USTEL FONKStYONUN TUREVi = 


logaeftmik; turev alma 


a <e R + \ {1 } olmak iizere f(x) = a x §eklinde tammlanan/ : R -> R + fonksiyonu 
logaritma fonksiyonunun ters fonksiyonu oldugundan y = a x x = log y dir. Bu 
nedenle 


y = [/W] geklindeki bir ifadenin tiirevini aimak icin once her iki tarafin loga- 
ritmasi almip 

lny = g(x). Infix) 


(a x )' = 


( l °g a y)' 1 


y 


\°g a e 


- = y.log e a 


olur. y = a x oldugundan 
(ar v ) -a x \na 

bulunur. Ozel olarak a = e alinirsa 
(e x )=e x 

olur. 

ORNEK : y = e 3x +dv i?in y' tiirevini hesaplayimz. 
£dziim : it - 3jt + 6x denirse y = A 'olur. 

Zincir kurahndan 


bulunur. Sonra her iki tarafin tiirevi ahnir. 

— = g'(x). Infix) + .g(x) 

y fix) 

olur. Buradan 

y' - y fg'(x). ln/A) + gA)| 

L Ax) \ 

= [Ax)} g(x) [*'(*) Infix) + gix )] 

olur. 

ORNEK : y - (l + x 2 ) fonksiyonunun tiirevini bulunuz. 

^oziira : lny = In (l + x 2 ) = x In ( 1 + x 2 ) olur. Her iki tarafin tiirevi alinirsa 

^~= 1 . In ( 1 + x 2 ) + -^A—'x 
y l+x 2 


y _ dy __ dy du 
dx du ' dx 


:(6x + 6) 


= e 3x+6x i6x + 6) 


bulunur. Genel olarak 

[fl" <A) ] = a u(x) u r (x) In a 


ve 


[e ,l(x) Ue ,,M u'ix) 


olur. 

ORNEK : fix) = 2 cos,(5a) icin /'( 0) tiirevini hesaplayimz. 
goziirn : fix) = 2 C0S 5 - v .( cos 5r)'. In 2 = 2 C0S 5v ( - 5 sin 5x) In 2 
olacagindan 

.f(0) = -5.2 cos °sin01n2 = 0 


= In ( 1 + x 2 ) + — — ■ 

l+x 2 

bulunur. Buradan 


y-y 

]nil+x 2 ) + ^—} 

= (l + ^ 2 )" 

, 2x 2 

ln(l+* 2 ) + - 


l+x 2 J 


l+;e 2 . 


olur. 

ORNEK: fix) = Jc s,nv igin /' tiirevini hesaplayimz. 

£ bziirn : v = x sinA =* lny = sin a: Inx => — = cosxln;c + (sinjc)-- =» 

y x 

/=^"(cos:dn* + -5iy) 

olur. x = ~- yazihrsa 


w a 
1! 

(f 

j sin f 

cos A- In 
2 

. n 
k Sm 2 

■A + 

2 n 




l 

2 j 


K 

1 = 1 




2 ' 

K 




bulunur. 


bulunur. 
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Agagidaki fonksiyonlann tiirevlerini hesaplayiniz. 

(a) y = e 4 * (b) y = e'''* 

(c) y = e {x ' ] (?) >' = (x + 1) 1 r- v 

(d) y = e cos - Y (e) y = e" liu ' 

(f> y = y™ (g) y = 2 Ut 

(h) y - 3 5x ~ 2 (1) y = a x sinbx 

2 X 

(i) y = tane' (j) y~ 7 

1 + 2 

Asagidaki fonksiyonlann tiirevlerini bulunuz. 

(a) y = ln(3x - 1) (b) y = ln(l - x x ) 

(c) y = In V2x + 3 (9) y = ln( 1 + x) 3 

(d) y = ln(sin 2 x) (e) y = cos(lnx) 

(f) y = (Inx) 3 (g) 

(h) y = In(lnx) (1) y = In (x V x 2 + 1 

(i) y - ln(2sinx) (j) y = sin(ln2x) 

(k) y = log 5^ (1) y = x log 4 

(m) y = log 3 (3x 2 + 1 ) (n) y = x log 2 x 

(o) y = log 3 (x 2 + 1 ) (b) y = log 10 Vx + T 

(p) y = x 3/2 ln(x+l) (r) y = In(cosx) 

(s) y = Vx [cos ( In x)] 2 (s) y - log 2 x log 3 x 

Asagidaki ifadeler icin y' tiirevini hesaplayiniz. 
(a) y = x v (b) y = x sirLV 

(c) y = x 2/r (?) y = (cosx) C05 - 1 

(d) y « (lnx) lav (e) y=(co sxf x " 

( f) y = (i + “) A (g) 

(h) y = ( Vx ) x (1) y = ( 1 - xf 

Asagidaki ifadeler icin y' tiirevini hesaplayiniz. 
(a) y = log 4 x + log 4 x 2 


(b) y = log 25 e x - log 5 Vx" 

(c) y-e x lnx-x 

(d) y = ln(e - ' v +xe -J ') 

(e) y = — + In ( tan x) 

sin"x 

(f) y = ln(x + Va 2 + x 2 ) 

(g) y = xarctanx-y ln(l +x 2 ) 

(h) y = In ( Vi 4 x + Vx - vx 2 + 1 ) 

. . , . n + x 

( 1 ) y = arctanx + In y - — — 

(i) y - x - 2 Vx + 2 In ( 1 + Vx ) 

(j) y = ln(l + x + V 2x + x 2 ) 

(k) y = y Vx 2 - 4 - 2 In (x + Vx 2 - 4 ) 

(l) y = ln(x 2 - 1) + Iny~ 

(n) y = V-in(l +x) --~-ln(x 2 -x+ l) + -4=rarct.an-^r* 1 

3 0 V3 V3 

A X o /sr 
, tan— - + 2-VJ 

(0) y=-i=in — 7 T 

^ tan - 2 + V3 
V 2 


Logaritma ozelliklerinden yararlanarak, a§agidaki 
ifadeleri basit ifadelerin logaritmalari haline getirip 
tiirevlerini hesaplayiniz. 

(a) y = ln[(2x+ 1) 3 (x 2 -4)1 


(b 


y = In 


4 - x 2 
9+x 2 


Asagidaki fonksiyonlann karjilannda yazih denk- 
lemleri sagladigim gosteriniz. 

(a) y = xe 2x , xy' = y(l+x) 

(b) y=xe~ x 12 , xy' = y ( 1 - x 2 ) 
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fix) = Arccoshx in tiirevini hesaplayalim. 

arccoshx = In (x + Vx 2 - 1 ) 
oldugunu gostermi§tik. Buna gore 

f~2 1+ — * ■ 

(arccos/rx)' = — + y x V x 2 - 1 

X + Vx 2 - 1 X + v x 2 - 1 

Vx 2 + 1 +X 1 

Vx 2 - 1 (x + Vx 2 - 1 ) -V X 2 - 1 

olur. Su halde x > 1 igin 

( arccos hx)'- * 

Vx 2 - 1 

olacaktir. Benzer sekilde herx igin, 

( arcsin/7xV= 1 - , 

Vx 2 + 1 

!xl < 1 icin 

( arctan hx)'- — - — , 

x 2 - I 

x> 1 igin 

(i arc cothx)'= — ^ — 

1 -x 2 

0 < x < 1 ifin 

(arc sec hx)’= 1 

x VI - x 2 

ve x > 0 icin 

(arc esc hx)'- ^ 

xVl +x 2 

oldugu kolayca gosterilebilir. 

ORNEK : y = arcsin h (tanx) icin y' tiirevini bulunuz. 

£6ziim : / = - -ItanxX = J+tan 2 x ,,/TTJ 
Vl+tan 2 x Vl+tan 2 x 

_ jj | sin 2 x _ 1 1 

cos“x Vcos 2 x Icosxl 

bulunur. 
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ORNEK: f(x) = x 2 arccscU 2 ) i?in /'( 1) tiirevini hesaplayiniz. 


£bziim : f'(x) = (2r)arccsc(.r 2 ) + x 




* 2 vT77 


-2x 


- 2x arc esc (x 2 ) — -_ l ... 

vr+jc 4 

oldugundan 

/'( 1 ) = 2 1 arc esc 1 - — 
dir. §imdi arccscl sayismi hesaplayahm. 

arccscr = In -^ + x 
oldugundan 

arccsc 1 = In | = In ( 1 + V2 ) 

dir. Buna gore 

/'(l) = 2[ln(l + V2 ) - -J=r]= In (3 + 2 V2 ) - V2 

olur. 

ORNEK if(x) = (1 - r) arctanhx i^in /'( 0) tiirevini hesaplayiniz. 

Cdziim : f(x) = - arc tan hr + ( 1 - x) — y - — 

x - 1 


= - arctanhr 


oldugundan 

/'( 0) =- arctanM) - — = 0 - 1 = - 1 
bulunur. 


311 PAEAMETMIC DENKLEMLERt VERILEN FONICSlYONLAMN TUREY! 

f:AczR->R fonksiyonu y -f(x) bagintisiyla verildigi gibi 


(x-u(t) 
\y = v(f) 


bi§iminde de verilebilir. Burada t sayisina parametre adi verilir. Bu iki baginti 
arasmda t parametresi yok edilirse x ile y arasmda bir baginti bulunabilir. Bu 
kesimde fonksiyonun parametrik olarak verilmesi halinde tiirevinin nasil bu- 

lunabilecegini gosterecegiz. 

u(t) ve v(t), t nin tiirevlenebilen fonksiyonlari olsun. 

Ax = u{t + At) - u(t) 

Ay = v(f + A t) - v(t) 


oldugundan 


v(t + At) - v(t) 

Ay _ v(t + At) - v(t) _ At 

AX u(t + At) - u(t) u(t + At) - u(t) 
At 


yazilabilir. u ile v tiirevli oldugundan siireklidir. 


Dolayisiyla At -» 0 ca Ax -» 0 dir. Buna gore 

v(t + At) - v(t) dv 

y'= lim — = lim — ^ 

A.v — 0 AX u(t + At) - U(t) du 

At dt 


bulunur. Buna gore 


dy 

dy = dt 
dx dx_ 
dt 


ay 

yazilabilir. — -y, 


dx. = x He gosterilirse, yukandaki baginti, kisaca 
dt 



biciminde yazilabilir. 
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: Parametrik denklemi 


x = 2(t - sin/) 

olan fonksiyonun turevini 

y = 2(l-cos/) 

bulunuz. Bu fonksiyonun t = ~ noktasindaki degerini hesaplaymiz. 
dv 

Coziim : £L = Ji- = — Isinf — = 

dx dx_ 2(1 -cos/) 1-cos/ 
dt 

bulunur. / = y icin 


YUKS 


I MERTEBEDEN TUREVLER 


y =f(x) fonksiyonu verildiginde 

y‘-f x =m 

turevine y nin tiirevi veya y nin birinci tiirevi denir. Eger y'-f’(x) fonksiyonu da 
tiirevlenebilirse 




dx l dx I fa 


y' 


sm T _i_ t 

K 1 


tiirevine y nin ikinci tiirevi denir. (y") ikinci turevi de turevlenebilir ise 


d , d 


h. 


dx~ I dx 6 


-tXL-f'-y™ 


olur. 



Bilindigi gibi F(x,y) = 0 bigimindeki bir bagintiyla tanimlanan fonksiyonlara, 
kapali bicimde verilmi§ bir fonksiyon veya kisaca, bir kapali fonksiyon denir. 
Boyle bir fonksiyonun turevini bulmak icin F(x,y) = 0 esitliginde her iki tarafin 
v’e gore turevi ahmr, bulunan egitlikten y' cekilir. 

ORNEK : a 2 + y 2 - 3 xy + 2x - 4y + 5 = 0 egitligi ile tanimlanan fonksiyonun 
(bu bagmti bir veya birden fazla fonksiyon tammlayabilir) tiirevini hesaplaymiz. 


turevine y nin iigiincii mertebeden tiirevi denir. Daha yiiksek mertebeden tiirevler 
de benzer sekilde tanimlanir. Genel olarak 

,(«)_ d i d n ~ x y 
y ~dx {tf-i 

dir. Yani her mertebeden tiirev, bir onceki tiirevin tiirevidir. 

ORNEK : y = 6x 5 - 8 a- 4 4 2a 3 - 3a 4 5 fonksiyonunun iicuncii mertebeden 
tiirevini bulunuz. 

Coziim : 


Coziim : Verilen e§itlikte her iki tarafin turevi ahnirsa 
2a 4 2 yy' -30’ + xy') + 2 - 4y' = 0 =s 
(2v - 3a - 4) >>' + 2a - 3y + 2 = 0 => 

, 3y - 2 a - 2 
7 2y - 3 a - 4 

bulunur. 

ORNEK : 4a>’ 2 + .a 3 + 2y - 4 = 0 esitligi ile tanimlanan fonksiyonun a = 0 nok- 
tasindaki turevini hesaplaymiz. 

Coziim : a = 0 i^in 2y - 4 = 0 =s> y = 2 olur. 

4y 2 + 8xy' + 3 a 2 + 2 y = b } 

esitliginde a = 0, y = 2 konursa 

16 + 2y' = 0 => y' - -8 

bulunur. 


y ' = 30a 4 - 32a 3 4 6a 2 - 3 
y"={y') = 120a 3 -96a 2 4 12a 
/"=(/')' = 360a 2 - 192a 4 12 

olur. 

ORNEK : f(x) = 3a 6 - 4a 3 4 2a 2 - 1 icin f< 4) (l) turevini hesaplaymiz 

Coziim : /'(a) - 18a 5 - 12a 2 4 4a 

/"(a) = 90a 4 - 24a 4 4 

/"'(a) = 360a 3 - 24 
/ (4) ( a) = 1080a 2 
/ (4) ( 1) = 1080 

olur. 
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ORNEK : fix) = ~ fonksiyonunun n. tiirevini bulunuz. Bu tiirevin x = 1 nok- 
tasindaki degerini hesaplaymiz. 


i^dziim : 




X X 


rXx)= U-V. 1.23 =( |;J J| 

X X X 


olur. Buna gore 


/°°(x) = (- 1)"- 


ORNEK : x 3 + y 3 4 3xy 4 3y 2 + 6x + 6y = 0 egitligiyle tammlanan y ~ fix) 
fonksiyonunun x = 1 noktasmdaki ikinci tiirevini hesaplaymiz. 

Coziim : x = 1 i?in 

1 + y 3 + 3y + 3y 2 4 6 4 6y = 0 => 

(y 4 l) 3 4 6(y 4 l) = 0=>(y + 1) [(y 4 1) 2 4 6] = 0 => 
y 4 ] = 0 => y = — 1 

bulunur. x’e gore tiirev alinirsa 

3x 2 4 3y 2 y' 4 3y 4 3xy' 4 6yy' 4 6 4 6y' = 0 => 

(3y 2 4 3x 4 6 y 4 6 ) y' = - (3.x 2 4 3y 4 6 ) =s> 

3 (x 2 4y 4 2) = _ x 2 4 y 4 2 

3(y 2 4x 4 2y 4 2) y 2 + x + 2y + 2 


olacaktir. x = 1 igin 

/ (,,) (1) = ( - 1)"«! 

bulunur. 

ORNEK : x 3 4 2y 2 - 3xy - 4y 4 2 - 0 denklemiyle tammlanan y = f(x) fonk- 
siyonunun ikinci tiirevinin x = 0 noktasmdaki degerini hesaplaymiz. 

Coziim : x’e gore tiirev alinirsa 

3x 2 4 4yy' - 3(y 4 xy' ) - 4y' = 0 => 

(4y - 3x - 4)y' = 3y - 3x 2 => 

y,...3y-^ 2 

4y - 3x - 4 
bulunur. x = 0 icin 

2y 2 - 4y 4 2 = 0 2(y - l) 2 = 0 => y = 1 


bulunur. x = 1 , y = -1 icin 

1-142 _ 2l = 1 

y ~ 1 4 1 - 2 4 2 2 

olur. 

„ , (2x + y')(y 2 +x+2y + 2)-(2yy'+ l +2y')(x 2 + y + 2) 

y - {y) - 

e§itliginde x= 1, y = -l ve y'^ 1 yazihrsa 

„ _ (2 4 1)(1 4 1 -242) -(-2 4 1 4 2)0 - 1 + 2) 

y (14 1-24 2) 2 

6-2 _ 4 _ , 

4 4 

bulunur. 

ORNEK : u ile v tiirevlenebilen fonksiyonlar olmak iizere.y =/(x) fonksiyonu 

ix = u{t) 

\y = v(r) 


bulunur. x = 0, y = 1 igin 

3y-3x 2 
J 4y - 3x - 4 


biciminde parametrik olarak veriliyor. 

d 2 y _ xy -xy 
dx 2 ~ (x) 3 


tiirevi tanimh olmadigindan y' mevcut degildir. Dolayisiyla y" ve diger yiiksek 
mertebeden tiirevler yoktur. 


olacagmi gosteriniz. (Burada x = 


dx 

dt 


dt 2 


dir.) 
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Asagidaki bagmtilardan y' tiirevini bulunuz. 

(a) x 2 + y- - 4 


Asagidaki fonksiyonlann tiirevlerini bulunuz. 

(a) y = sin h Vx 

(b) y = cos h{3x - 2) 

(c) v = sec h e lv 

(d) y = ln(sin/?3x) 

(e) y = e csciu 

(f) y - cos //(lav) 

(g) y = sin(sin/?.v) 

(h) y = arctan(tan/ix) 

(0 y = sin h(x 4 ) 

(i) y = sin h A 

(j) y = cot h 7, 4x 

(k) y = x 2 tan h J 

(l) y = cos h 2 5.V - sin h 2 5a- 

(m) y = sec h 2 x + tan h 2 x 

(n) y = x sin hx - cos hx 

A§agidaki fonksiyonlann tiirevlerini hesaplayimz. 

(a) y = arcsin h2x 

(b) y = arccos /?(secx) 

(c) y = arctan h( cosx) 

(p) v = arcsec /7(sin2x) 

(d) y = arccos h(x 2 ) 

(e) y - arcsin h -Jx - 1 

(f) y = -j Vx 2 - 1 - arccos hx 

(g) y = Vl+x 2 arcsin/r|— J 

(h) y = 2 arccos h Vx 2 - 4 

(i) y = arccos h(x 2 + 1) + arctan h Vx 
(i) y = arcsin /?(lnx) + ln(arctan hx) 


(b) ,v 2 + y 2 - 3xy + x - y = 0 

(c) x m + y m = 4 

(d) x = y + tan v 


(e) x 3 + y 3 = 3xy 


Asagidaki denklemlerle tanimlanan y =f(x) fonksi- 
yonunun birinci ve ikinci tiirevlerini, karsilannda 
yazili parametreler icin hesaplayimz. 




(b) 


' x- tsin/ 
y-tcost 



(c) \ X * , , t = 0 
[y = e 

(d) 4 , . != 1 

3 r 


Asagidaki esitliklerle verilen fonksiyonlann n. tii- 
revlerini bulunuz. 

(a) fix) = lav 

(b) f(x) = sinx 

(c) f(x) = cos3x 

(d) f(x) = VT 

(e) f(x) = sin 2 x 
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L Tlirev tanimmdan yararlanai'ak asagidaki fonksi- 
yonlarin turelerini hesaplayimz. 

(a) fix) = cos2jc 

(b) g(x) = x 2 - 3x 

Agagidaki tiirevleri hesaplayimz. 

(a) 

4(x- 3) 4 3(x - 3) 3 2(x - 3) 2 

(b) i/Cu X 3 ) 8 - ~ \!(l + X 3 ) 5 

O 5 

(c) y- ^ tan2 ^~ l)(tan 4 x+ 10tan 2 x+ l) 

3tan 3 x 

(d) y = — p arcsin (x 

fib \ V a I 

3, Agagidaki fonksiyonlann kargilarinda yazih nokta- 
larda ttirevli olmadiklaxim gosteriniz. 

(a) f(x) = 3 Ixl + 2 , x = 0 

(b) g(x) = v'x 3 , x = 0 

(c) h(x) = \/x - 1 , x = 1 

(d) k(x) = ilnxl , x = 1 

4. Agagida verilen fonksiyonlann kargilarinda yazih 
noktalardaki tiirevlerini hesaplayimz. 

( a ) fix) = 1 - Vx 2 " + — , x = 8 
x 

(b) g(x) = e x ( cos x + sinx) , x = 0 

(c) h(x) - In 6 { tan 3x) , x = — 

4 

Agagidaki fonksiyonlann tiirevlerini hesaplayimz. 

(a) fix) - arcsin (tan/ix) 

(b) g(x) = (cosx) siaT 

(c) h(x) = x ( ' a) 



6. Asagidaki fonksiyonlann n. tiirevini bulunuz. 

(a) y - sin5x cos2x 

(b) y = sin3x cos 2 x 

(c) y = ln(x 2 + x - 2) 

7o fix) = ~ + % fonksiyonu icin 

f b,) (x) = ( - ir- n!c "~ l _ ad) 
c(x + d) n + 

olacagim gosteriniz. 

8 . fix) = — - — i?in 
x- - 1 

/ <n ’(0) = (- I)"n! 
olacagim gosteriniz. 


10. Leibniz formiiliinden yararlanarak agagidaki fonksi- 
yonlann kargilannda yazih tiirevlerini hesaplayimz. 


(a) g(x) - x 2 sinx, / 30) (x) 

(b) g(x) = e x (x 2 + 3), g (25) (x) 

(c) x = e v sinx, h (20) (x) 

(?) k(x) = (cos3x)lnx k (30) (x) 

(d) /(x) = x 3 ln2x P o>(x) 


11, y- x" [<3cos{lnx) + £>sin(lnx)] 
fonksiyonunun 

x 2 y"+{\ - 2n)x/+(l +n 2 y) = 0 
denklemini sagladigim gosteriniz. 
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ISAAC NEWTON (1642 - 1727) 

Newton 1642 yihnin bir Noel gtiniinde bir tngiliz cift- 
ci ailesinin cocugu olarak diinyaya geldi. Babasi, 
Newton dogmadan 3 ay once olmiijtii. Erken dogum 
sonucu dog an Newton o kadar zaytf, o kadar celimsiz- 
di ki, cevresindeki herkes onun ya§a$acagina inannn- 
yordu. 

Newton, 119 ya§mda iken annesi ikinci kez evlendi. 
Onun bakimi anneannesine birakildi. Annesinin lie 
cocugu daha oldu. Bu cocuklar kayda deger bir basan 
gosteremediler. 

Newton gocuklugunda da dine, canli ve kuvvetli de- 
gildi. Bu nedenle arkadaslarinin oynadtgi zor oyunla- 
ra katdmazdi. Arkadaslariyla eglenceli vakit gegirme 
yerine,eglencelerini ve oyuncaklanm kendi yaratiyor- 
du. Geceleri koyluleri korkutmak i 9 'in kandilli ucurt- 
malar, su carklan, gttnej saatferi onun zekasmi ortaya 
koyan buluslardi. 

Newton lirkek yapilt, sinirli ve tenlcit edilmeye taham- 
mtilu olmayan bir insandi. Eserlerini dostlarimn zoru 
ile bastirmigtir. Cali§malanndan birilerine itiraz gele- 
cek diye Sdii kopuyordu. Yer 9 ekimi genel kanunun. 
bu nedenle yirmi yil sonra 1687 yilinda yayinlayabil- 
mi§tir. 


Newton ilk ogrenimini yoredeki okullarda yapti. 
Newton ’daki zekayi ilk kesfeden dayisi William ol- 
mustur. Bu siralar annesinin ikinci kocasi da Slmti§, 
annesi Woolsthrope geri donmiistii. Newton annesinin 
yanmda kahyordu. Annesi Newton’u, babasindan ka- 
lan ciftligi yonetmesi iyin yanindan aytrmak istemi- 
yordu. Fakat dayi Williams annesini ikna ederek, 
Newton 7 un iiniversiteye gitmesine razi etti. Newton 
1661 yilinda Cambridge’deki Trinity College'e girdi. 
Newton’un matematik ogretmeni Isaac Barrow hem 
ilahiyatci hem de me$hur bir matematikciydi. Mate- 
matik ogrencisinin kendisinden 90 k ilerde oldugunu 
kabul ediyordu. Barrow, geometri derslerinde kendine 
ozgii yontemlerle, alanlan hesaplamak, egrilere iize- 
rindeki noktalardan teget cizmek icin yollar gosteri- 
yordu. Iste bu dersler Newton’u diferensiyel ve integ- 
ral hesabi bulmaya ve bu sahada 9 ah§maya yonelten 
ilk adimlardir. 

Newton, Cambridge Universitesine gitmeden once 
Descartes analitik geometriyi, Kepler kendi adiyfa 
anilan U 9 kanundan ikisini bulmustu. Bu bilgiler de 
onun icin bir temel olu§turmu§tu. 

Newton kendi adiyla am lan hareket kanunlannt bul- 
mu§ fakat yayinlamak i 9 in uzun siire beklemistir. 
Newton’un en onemli bulu§u, diferensiyel ve integral 
hesabi bulmasidtr. Zaten Newton’u gelmis geemis iic 
biiyiik matematikeiden biri yapan bulusu budur. Bu 
kavramlar neticesinde 90 k onemli kolayliklar elde 
edilmi§tir, Biiyiik fizik alimi P. Berkeley bu kavram 
icin hakli olarak “Diferensiyel ve integral hesap her 
lcapiyi a 9 ar. Bu Qyle bir anahtardir ki onun sayesinde 
modern matematikeiler geometrinin ve sonug olarak 
doganm sirlartm kejfeder.” demistir. 

Aym yillarda Leibnitz de aym kavramlar uzerinde 9 a- 
h§iyordu. Bunlar bulu§larmi birbirlerine katarak gelis- 
tirdiler. Birbirlerinin niteliklerini cok iyi biliyor ve 
taktir ediyorlardi. Unlti kimselerin bir 9 ogunun hayati 
zorluklar ve sikintilarla gegmijtir. Ya^adigi uzun yil- 
lari en mesut bir bi 9 imde ge 9 iren ve yaptiklarinm so- 
nu 9 lanm goren, takdir edilen. san ve § oh retie alkisla- 
nan tek matematikei Newton 'dur. 

20 Mart 1727 de 85 ya§inda oldii. 


Bilim, yalmzca doganm matematiksel davram§im ortaya koyan vasalardan 
olu§ur. 

I. NEWTON 



Tiirevin bircok alanda ce§itli uygulamalan vardir. Biz bu kesimde Matematik, 
Fizik, Iktisat alanlartndaki bazt uygulamalanna yer verecegiz. 



y = f(x) denklemi ile verilen siirekli bir/fonksiyonunun grafigi iizerinde bir A 
noktasi alalim, Egri uzerinde diger bir hareketli nokta P olsun. P noktasi A nok- 
tasina yakla§tigmda AP kiri§i lconum degi§tirir. P noktasinm A ile (jaktsmasi 
durumunda AP kiri§inin pozisyonuna, egrinin A noktasindaki tegeti denir. 

A§agtdaki §eki Ilerde bazt egrilerin tegetleri gizilmi§tir. 



/ fonksiyonu a noktasinda tiirevli bir fonksiyon, A(a,b) de fonksiyonun grafigi 
uzerinde bir sabit nokta olsun. Egrinin A noktasindaki tegetine t diyelim. Egri 
uzerinde degisken bir P(x,y) noktasi alindiginda AP kiri§inin egimi 


m AP = 


Ax) -Ad) 

x- a 



olacaktir. 


P noktasi egri uzerinde A ya dogru hareket ettiginde AP kirisi t tegetine yaklasir. 
Su halde x, a noktasina yakla§trken AP kirigi 1 tegetine yaklagir. x, a ile 
caktsirken AP kiri§i de t tegeti ile caki§ir. Buna gore tegetin egimi olan m sayisi 
icin 


m - lim 

.v — a 


Ax)-Aa) 

x- a 
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olur. Sag taraf / nin a noktasindaki turevi olacagindan 
m =f'(a) 

bulunur. Bir noktasi ve egimi bilinen dogrunun denklemi 
y - v 0 = m(x - x 0 ) 
oldugundan, tegetin denklemi 
y-M=fXa){x-a ) 

olur. 


ORNEK : fix) = a 3 - 3a egrisine a = 2 absisli noktasindan 9izilen tegetin denk- 
lemini bulunuz. 



Coziim : /'(a) = 3a 2 - 3 oldugundan 
m =/'(2) = 3.4 - 3 = 9 

olur. Aynca j{ 2) = 8-6 = 2 oldugundan, tegetin denklemi 
y - 2 = 9(a - 2) => y = 9a - 16 


olur. 


ORNEK: y = 3a - x 2 egrisinin y = x dogrusuna paralel olan tegetin denklemi- 
ni yaziniz. 



£oziim : Once tegetin degme noktasini bulalim. y = x dogrusunun egimi m = 1 
oldugundan 

y'= 3 - 2 a = 1 => a = 1 

olur. x - 1 i?in y = 3-1=2 olacagindan tegetin degme noktasi A{ 1,2) nok- 
tasidir. Egimi de 1 oldugundan denklemi 

y- 2- 1(a- 1) => y = a + 1 


dir. 




ORNEK : y = x 2 + 1 egrisinin apsisi 1 olan noktasindan cizilen normalin denk- 
lemini yaztniz. 


Coziim : Apsis I olan noktanin ordinati y = l 2 + 1 = 2 dir. fix) = 2a=*/'(1) = 2 
oldugundan normalin egimi 


denklemi 

y - 2 = -y (a - 1) => a - 2v -5 = 0 


olur. 


TANIM 

Iki egri bir C noktasinda kesi§mi§ olsun. C noktasinda bu iki egriye t ve s 
tegetleri gizildiginde, bu tegetlerin olu§turdugu aciya (o^iileri farkli oldu- 
gunda dar a9i olanina) bu Hid egri arasindaki aci denir. Bu aft dik oldugun- 
da egriler dik kesisiyor denir. 


ORNEK : y = 2a 2 + 3 ve y = a 2 + egrileri ka9 derecelik 391 altinda 
kesisirler? 

Coziim : Once egrilerin kesim noktalarim bulalim : 




■ 17a" = 17 =» a" = 1 => a = ± 1 bulunur. 


Su halde bu iki egri ,4(1 ,5) ve B(-l .5) noktalannda kesi§ir. A( 1 ,5) noktasindaki 
tegetlerin egimleri y - 4a ve y ” = ^ den m A = 4 ve m 2 ~ ^ bulunur. Bu 

tegetlerin olu§turdugu a9imn olciisii a ise 


tan a = 


1 + m, nil 


& 


Bir egrinin bir noktadaki normali, o noktadaki tegete dik oldugundan, f\a) * 0 
i9in, normalin egimi 


m n = 


1 

na) 


olacaktir. Dolayisiyla normalin denklemi 


y~Aa) = ~ 


1 

f\a) 


(a -a) 


olur. 


olacagindan a = 45° dir. §11 halde verilen egriler, A(1 ,5) noktasinda 45 derece- 

3 

lik a9i altinda kesi§irler. B(- 1 ,5) de m, = -4, m 2 = -y olacagindan 

-44 

tan9 = i-=-l=>e=135° 

1+4 i 

bulunur. Dogrulann olusturdugu genis a9inm 0 I 9 USU 135° oldugundan dar acimn 
olciisii 45° dir. §u halde verilen egriler her iki noktada da 45° lik aci altinda 
kesisirler. 
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ORNEK : xy = a 2 , .v 2 - y 2 = b 1 egrilerinin dik kesi|tikierini gosteriniz. 

Coziim : iki egrinin bir kesisme noktasi (.v 0 , v 0 ) olsun. 

xy = a 2 =$y + xy' =0 => y' = - => m,= — ^ olur. 

x * 0 

x 2 - y 2 = b 2 => 2.v - 2 yy' — 0 => y = — => = — bulunur. 


f-A] 

M 

\ X l>) 

\ yol 


oldugundan egriler dik kesisir. 


Sabit bir hizla hareket eden bir cismin hizi, alman yolu bu yolu aimak icin harca- 
nan zamana bolmekle hesaplamr. Eger hiz her an degi§iyorsa yine boliim olustu- 
rabilir. Bu bbliime hareket eden cismin ortalama hizi denir. Eger bir zaman arali- 
ginda cismin hizina mumkiin oldugu kadar yakin bir deger elde etmek istersek bu 
zaman araligim 90k kiiciik aimak zorundayiz. Hareket eden cismin aldigi ,? yolu 
t zamammn bir fonksiyonu oldugundan bunu s(r) ile gosterelim. Bir r 0 zamanma 
kadar cismin aldigi yol s(t 0 ) olur. t zamanma kadar alinan yol da s(t) oldugun- 
dan cismin A t = t - 1 0 zaman arahgi icindeki ortalama hizi 
s(t)~s(t Q ) 
f -fo 

olacaktir. §11 halde cismin t 0 amndaki hizini bulmak icin yukarxdaki boliim t—>t 0 
i?in limitini aimak gerekir. Yani bu cismin t 0 anmdaki hizi 

v(, 0 > = Jim = sv 0> 

olacaktir. Benzer sekilde ivmenin birim zamandaki degisme oldugu gozoniine 
ahnarak 

oldugu gosterilebilir. 

ORNEK : Dtizgiin hizlanan bir hareketlinin t amnda aldigi yol, v 0 ilk hiz ve a 
hareketin ivmesi olmak iizere, s(t) = v 0 r + ~ at 2 biciminde veriliyor. Bu hareket- 
linin t amndaki hizini bulunuz. Hangi t i9in, hareketlinin hizi v 0 ilk hizinin iki ka- 
tma gikar. 

Coziim : Hiz, yolun zamana gore tiirevi oldugundan 
v(t) = s'(t) - v n + at 


olur. 


igin hareketlinin hizi ilk hizm iki katina gikar. 

ORNEK : v 0 ilk hizi ile a§agidan yukanya dogru atilan bir cismin t aninda aldigi 
yol, g yercekim ivmesini gostermek iizere, 

, 1 S 

s = v Q t- — gt 

dir. Bu cismin t amndaki hizi ne olur? Hiz ne zaman sifir olur? 

Coziim : Hiz, yolun zamana gore tiirevi oldugundan 
v = s'(t) = v 0 - gt 
bulunur. 

v = 0 <=> v 0 - gt = 0 e=> t = — 
g 

olmahdir . 


Bir iiretim merkezi, belli bir zaman icinde bir Q malindan q miktar iiretmis olsun. 
Uretimin toplam m maliyeti (lira), iiretilen malm q miktannin (adet veya kg ola- 
bilir) bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon m =f(q ) bagintisi ile verilmis olsun. q nun 
Aq artmasina karsihk maliyetin artma miktan 

Am =f{q + Aq) -f(q) 

olacaktir. Maliyetteki bu artma miktan, ilk q miktardaki tiretime Aq kadar ilave 
bir iiretim elde etmek icin inaliyete eklenecek miktardir. Uretimin ek Aq miktari 
icin birim basina ortalama maliyet 

Am _ }{q + A q) -f(q) 

Aq Aq 


olur. Birim bagina ortalama maliyetin Aq — » 0 icin limiti varsa bu limite q iiretim 
seviyesindeki birim basina marjinal maliyet, veya kisaca, nsaliys?. acli 

verilir./ fonksiyonu q da tiirevli ise marjinal maliyet 


f{q + Aq) -fjq) _ 


f'(q) = m' 


olacaktir. Eger m lira, q kg cinsinden ifade edilmisse, marjinal maliyet, kg basina 
lira olarak ifade edilir. 
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ORNEK : Bir sal 9 a fabrikasinda iiretilen salganm maliyet fonksiyonu, q iiretilen 
sa^anin ton olarak miktanni, m de milyon lira olarak maliyeti gostermek iizere 

m = 1000 + 90 q - q 2 , 0 < q s 45 

bi 9 iminde veriliyor. Uretimin 40 ton oldugu anda marjinal maliyet ka 9 milyon- 
dur? 

Coziim : m- 90 - 2 q ifadesinde q- 40 konursa 
m'= 90 - 2.40 = 10 milyon/ ton 


olur. 


TANIM 


y - fix) fonksiyonu verilmi§ olsun. x. Ax: kadar arttiginda y de Ay kadar 

degismis olsun. — - , AL ifadelerine, sirasi ile, x ve v nin oransal (nisbi) 
1 x y 

arti§lan denir. 


&. = 


= lim 


Ay 

y x 


- =~ lim £2- 

Ex aa — 0 Ax y Ax — 0 Ax 


ifadesine/ fonksiyonunun esnekilp (elastikligi) denir. Eger/ tiirevli ise 
Ey _ x dy 
Ex y dx 


olur. 


Esneklik boyutsuz bir sayidir. y nin x degi§kenine gore esnekligi, x in ytizde 
1 ’lik arti§ma kar§ihk y de meydana gelen arti§ veya azali§in yiizdesi olarak da 
diisunulebilir. 

ORNEK : y = 2x -4 olsun. y nin x’e gore esneldigini bulunuz. x = 4 i^in 
esnekligi hesaplaymiz. x, % 1 artarsa y yiizde ka 9 artar? 

(/oziim : 

Ey _ x dy__x_ ^ _ 2x _ x 
Ex ~ y ' dx~ y ‘ ~2x-4~x-2 

olur. x- 4 i 9 in 

Ey = 4 _ 4 _ 2 

Ex 4-2 2 

olacagindan x in % 1 lik arti§ina kar§ihk, y % 2 artar. 


Bir malm birim fiyati p, iiretim miktari q ise, toplam hasilat R = p.q olur. Genel 
olarak, iiretim arttiginda fiat dii§er, iiretim azaldigmda fiat yiikselir. Dolayisiyla 
fiat iiretimin bir fonksiyonudur. p =fiq) olsun. Bu dummda 

R=p ,q=f(q) .q 

olacaktir. Marjinal hasilat hasilatin tiirevi olacagindan 

~ = R’= q m+M 


bulunur. 

ORNEK : Talep fonksiyonu, q iiretim miktari ile iiretilen malm p birim fiyati 
arasmda q = g(p) b^iminde bir fonksiyondur. Talep fonksiyonu p = 1 - q olan 
bir malm marjinal hasilatmi bulunuz. 

^dziim : R = q.p = q(l-q) = q-q 1 

olacagindan, marjinal hasilat 

R'= 1 - 2 q 

bulunur. 

ORNEK : Talep fonksiyonu 
p = S-q 

olan bir mal i^in maksimum gelir ne olur? 

(/oziim : Toplam gelir 
R = p.q = 8q-q 2 

olur. Bu fonksiyonun maksimumu bulunacaktir. 

Paraboliin tepe noktasinin apsisi 

-±.- 8.-4 

2 a 2 

olacagindan, fonksiyonun maksimum noktasi q = 4 diir. 

R( 4) =32- 16 = 16 


olur. 
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A§agida denklemleri verilen egrilerin karsilarinda 
yazili noktalardaki tegetlerinin egimini bulunuz. 

(a) y = .v : \ A(l.l) 

(b) y = .r + 4x, B(- 1,-3) 

Asagida denklemleri verilen egriiere, kaisilarinda 
apsisleri yazili noktalanndan gizilen tegetlerin 
denklemini yaziniz. 


(a) 

y = 3.x 3 - 2v 2 + 4, 

x = 1 

(b) 

y = x 3 - x. 

X = 1 

(c) 

y = x 2 + 2x + 3. 

X = — 

(9) 

y = 2 - x - x 2 , 

x = 2 

(d) 


x = - 

fe) 

y = vx , 

x = 4 

(f) 

v = sinx , 

X = JT 

(g) 

y = sinx + cost , 

7T 

' V "T 

(h) 

"7* 

s * 

n 

>. 

x = 0 

(0 

} (x+ l) 2 ■ 

x = 0 

(i) 

yw'V' 3 . 

x — — 

(j) 

v - sin Vx , 

X = 71 - 

(k) 

y = e lv , 

x = 0 

(1) 

v = x cos V2x , 

x = 0 

(m) 

y = x Vx- 1 , 

x = 5 

(n) 

y = (x- 2) l/7 , 

A- = 2 


Asagida denklemleri verilen egrilere, kar§ilannda 
apsisleri yazili noktalanndan cizilen teget ve nor- 
mallerin denklemini yaziniz. 

(a) y = A' 2 + 1 , x ~ 0 

(b) y = 1 - x 3 , x = -1 

(c) y = a 4 - 6.v 2 + 2, a- = 2 


(d) y = 2 sinx + 3cosa, x = -y 

(e) y = VI - r , x = 1 

v = .v 2 + 1 egrisinin hangi noktasindaki tegeti ori- 
jinden geger? 


Asagida denklemleri verilen egrilerin kar§ilannda 
yazili P noktalanndan gecen tegetlerinin denklem- 
ini yaziniz. 


(a) y = x 2 , 

j°(3,1 ) 

(b) y = x 3 » 

P{ 0,2) 

(C) V = A' 4 , 

P(0-3) 

(c) v = 4x - x 2 , 

P(2,5) 

f 2 sinx. 

Jb) = L 2 0 

|3x + 2x, 

x < 0 ise 

x > 0 ise 

fonksiyonunun (0,0) noktasindaki tegetinin denk- 

lemini bulunuz. 


f 2 ■ 1 
x sin — , 

jt 

xAO ise 

( o, 

x = 0 ise 

fonksiyonunun (0,0) noktasindaki tegetini bulunuz. 

( x = r + 3/-8 


\y = 2t 2 -2t-5 


egrisinin A(2,-l) 
bulunuz. 

noktasindaki tegetinin egimini 

(x = t cos t 


\y = r s in t 


parametrik denklemi ile verilen egriye r = -^- nok- 

tasindan cizilen te< 

letin denklemini bulunuz. 


15 


10, Asagida denklemleri verilen egrilerin karsilarinda 
yazili noktalanndaki tegetlerinin denklemini yazi- 
niz. 

(a) 4 a* 3 - 3 xy 1 + 5 = 0, A( 1 ,2) 

(b) a* 5 + y 5 - 2xy = 0, fl(l,l) 

(c) x 2 + Ivy + y 2 + 2x + v = 6 . C( 2 ,2) 

11, y = x 2 - 2x + 5 egrisinin hangi noktasindaki tegeti 
y = x dogrusuna paraleldir? 

12, x 2 + y 2 = 25 cemberinin hangi noktasindaki tegeti- 
nin egimi ~ olur? 

13, 2xv = a 2 egrisinin herhangi bir noktasindaki tege- 
tinin koordinat eksenleriyle olu^turdugu iicgenin 
alaninm sabit ve a 2 sayisina e§it olacagmi gosteri- 
niz. 

14, Vx +-Jy - Vfl egrisinin herhangi bir noktasindan 
gizilen teget. eksenleri A ve B noktalarinda kesiyor. 

lOAl + lOBl = a olacagmi gosteriniz. 

15, x + yxy = l-y denklemiyle verilen egrinin 0x- 
eksenine paralel olan tegetinin denklemini bulunuz. 

1(5, y = x 2 egrisine A(3 ,0) noktasindan cizilen tegetle- 
rin denklemini bulunuz. 


egrilerinin kesim noktaia- 


rindan cizilen tegetlerin denklemini bulunuz. 


18. y = x 3 - 3x + 5 egrisinin 

(a) y = -2x dogrusuna paralel 

( 5 ) y AL dogrusuna dik 

(c) Ox - ekseni ile 45 derecelik aci yapan 
tegetlerinin denklemini yaziniz. 


19. y = e r egrisi Oy- ekseni kac derecelik aci altinda 
keser? 

2*3, Asagida denklemleri verilen egriler hangi aci altin- 
da kesigirler? 

(a) y = sinx . 

(b) y = 4 - x, 

(c) y = 3x 2 - 1 

(c) y = e r/2 . 

(d) y = Vx , 

(e) y = x 2 , 

21, Asagida denklemleri verilen egri ciftlerinin dik 
kesigtiklerini gosteriniz. 

i 9 5 

(a) v = x- + 2x - 3 . y = x 2 ~ y x + y 

4 4 

(b) y 2 = 6x + 9 , y 2 = 9 - 6x 

(c) x 2 - y 2 = 5 , 4x 2 + 9y 2 = 72 

2X Hangi c ler icin y = -- ile v = ex 3 esrileri dik 
x 

kesisirler? 

23, y- ss 2v 3 egrisinin hangi noktasindaki tegeti 
4x - 3y + 2 = 0 dogrusuna diktir? 

24, y = x 2 + 1 , 

V = X 2 - cos — 

X 2 + 1 

egrilerinin kesim noktalarinda aym tegete sahip ol- 
duklarim gosteriniz. 


y = ,y 2 egrisinin y = x - 2 dogrusuna en yakin nok- 
tasimn koordinatlarmi bulunuz. 


y = cosx 
, = 4-f 
v = 2x 2 + 3 
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| 26. y = x 2 paraboliine P{a,cr) noktasindan gizilen tege- 
tin Ox - eksenini daima , oj da kestigini goste- 

riniz. 

; 27 , y = — — — egrisine orijinde teget olan dogrunun 
1 + x~ 

| denklemini yazmiz. 

j 72, x 2 + Ay 2 = 4 elipsine teget olan ve A( 4,0) nok- 
tasindan gegen tegetlerinin denklemini yazmiz. 

29, A 0 j noktasindan gegen ve 4y = x 2 + 4 parabo- 

ltine teget olan dogrulann dik kesigtiklerini gosteri- 
niz. 


30, y = - x dogrusunun y = x 3 - 6x 2 + 8x egrisine teget 
oldugunu gosteriniz. Bu tegetin degme noktasim 
bulunuz. Bu dogru egriyi keser mi? 


| 31, m nin hangi degerleri icin y = mx dogrusu 
.v 2 + y 2 - 4x + 3 = 0 gemberine teget olur? 

■3a, x 2/3 + y m — 2 egrisine, bu egrinin y = - x dogrusu 
ile kesim noktasindan gizilen tegetlerin denklemini 
yazmiz. 


Yol denkiemi 

s = 5 + 3r + f- 

olan hareketlinin ba§langictan 4 saniye sonraki hiz 
ve ivmesini bulunuz. 


34. Kiitlesi 100 kg olan bir hareketlinin yol denkiemi j 

| 

5 = 2 f- + 3? + 1 

dir. Bu hareketlinin 3. saniyedeki kinetik enerjisini ■ 
hesaplaymiz. (Kinetik enerjisinin ~ mv 2 oldugunu 

hatirlayimz.) ' 

35. Kiitlesi 6 gram olan bir hareketlinin yol denkiemi 

5 = — 1 + ln(f + 1) + (r+ l) 2 

dir. Cismin hareketten 1 saniye sonraki kinetik 
enerjisini hesaplaymiz. 

36. p-^-q talep fonksiyonu veriliyor. 

(a) Esnekligini hesaplaymiz. 

(b) Marjinal hasilat fonksiyonunu bulunuz. 

37. Talep egrisi p = a ( a sabit) olan fonksiyon igin 
marjinal hasilat ne olur? 

32, p = 10 - 3q talep egrisi veriliyor. 

(a) Talep esnekligini bulunuz. 

(b) <7=1, <7 = 25. <7 = 0.5 icin 

esnekligin degerini hesaplaymiz. 

39, qp !i = b (a, b sabit) talep fonksiyonunun her nok- i 
tadaki esneldiginin aym olacagini gosteriniz. 

40, pq = a (a sabit) talep egrisinin esneldiginin her 
noktada -1 olacagini gosteriniz. 


4 A MA&SiMUM - MINIMUM ^ 


Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevinin bilinmesi o nokta civarinda nasil davran- 
digi hakkinda fikir verir. Once bunu agiklayan teoremi ifade ve ispat edelim. 


TEOREM 4.1 : 

I bir aralik, /:/->/? fonksiyonu stirekli ve a e / da tiirevli olsun. Oyle 
bir 5 > 0 vardir ki, f'(a) > 0 ise / fonksiyonu (a - 5 -- a + 5) da artan, 
f\a)< 0 ise (a - 5. a + 8) de azalandir. 


Ispat : f(a)> 0 olsun. Bu takdirde 

lim j£k*rt >0 

x - « x - a 

olur. Bu durumda oyle bir 5 > 0 vardir ki x e (a- 8, a) ve (a, a + 8) icin 

o 

x- a 

olur. Bu da / nin (<7 - 8, a + 8) da artan oldugunu gosterir, zira 
x > a icin f(x) ~f(a)> 0 => f(x) >f(a) 
x < a igin fix) -fia) < 0 => fix) <f(a) 

olur. 

Benzer sekilde fi(a)< 0 oldugunda/ nin (a - 8, a + 8) arahginda azalan oldugu 
gosterilebilir. 

Bu teoremden yararlanarak §u sonug ifade edilebilir: 

SONUC 4.1: 

/ fonksiyonu [a, b] de siirekli ve (a,b) nin herbir noktasmda tiirevli olsun. 
Her x e (a ,b) igin f(x)> 0 ise /, [a,b] de artan, f'(x)< 0 ise [a,b] de aza- 
landir. 

ORNEK : fix) = .v 2 - 4x + 3 fonksiyonunun artan ve azalan olduklan araliklan 
bulunuz. 


y = .v 2 — 4,v + 3 



Cbziiin : f\x) = 2x- 4 dir. Simdi bu ifadenin i§aretini inceleyelim. 


X 

2 

fix) 

l 

| - ffi + 


O halde f fonksiyonu (-“,2] de azalan, [2,+°=) da artandir. Verilen fonksiyonun 
grafigi yanda cizilmi§tir. 
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ORNEK : f(x) = .v 3 + 3x fonksiyonunun artan veya azalan oldugu araliklan 
bulunuz. 

C ( ' 

^oziim : 

fix) - 3x 2 + 3 = 3(x 2 + 1)> 0 oldugundan fonksiyon (-»=, +=c) araliginda artandir. 
Fonksiyonun grafigi yandaki gibidir. 

f, [a,b] de siirekli ve c,d e (a,/?) olsun. 

/fonksiyonu (a,c) de artan, (c,b) de azalan ise c de bir yerel niaksimuma sahip 
olur. Eger / (a, cl) de azalan, (d,b) de artan ise d de bir yerel minimuma sahip olur. 

§u halde bir c noktasmin solunda f’U)> 0 , saginda f'(x)< 0 ise c de bir yerel 
maksimum vardir. 


TEOREM 4.2 (Fermat Teoremi) : 

/ : [a,b] — » R fonksiyonunun bir c e (a,b) noktasinda bir yerel minimumu 
veya maksimumu varsa ve / fonksiyonu c noktasinda tiirevlenebiliyorsa 

Ac) = 0 

dir. 


ispat : / fonksiyonu c noktasinda bir yerel maksimuma sahip olsun. Bu takdirde 
oyle bir 5 e R + vardir ki be -cl <6 §artini saglayan her a icin fix) </(c) dir. 

l/il < 8 olacak §ekilde secilen her h i§in c + h da bu kom§uluga dahil 
olacagindan h ister negatif ister pozitif olsun. 


Eger bir d noktasmin solunda /'(x)< 0 , saginda /'(x)> 0 ise c! noktasinda bir 
yerel minimum vardir. 


t.v 


y 

A 


/ 


Y‘tv)<0 

\ 

\ 



\ - v 

\ 

L/‘W<0 y 


/ 

/ 

/ 

/ 

\ ( 


O d 


ORNEK : f(x) = x 3 - 3x fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarini ve deger- 
lerini bulunuz. 

Coziim : /'(x) = 3x 2 - 3 = 3(x- l)(x + 1) Uirevinin i§aretini inceleyelim. 


rV) 


f'(x) 


0 + 


fix) 


Artan ! Azalan Artan 
max mill 


f(c + h) <f(c) =*/(c + h) -f{c) < 0 
ve dolayisiyla 

h> 0 icin fc + fi-fc) < q =* f'(c)< 0 

* h 

h < 0 icin + b ) ~^ c) >0 •=* /'(c) >0 

h 

olur. Hipotez dolayisiyle /, c noktasinda tiirevlenebilir oldugundan h ister pozi- 
tif degerlerden , ister negatif degerlerden sifira yakla§sin 

Urn =m 

h - o h 

olur. Yukandaki iki esitsizlikten /'(c) = 0 bulunur. 


1) [a,b] araligi tizerinde tanimlanmi§ reel degerli bir / fonksiyonunun 

c e (a,b) noktasinda ttirevinin var ve /'(c) = 0 olmasi fonksiyonun c noktasinda 
bir yerel maksimum veya bir yerel minimuma sahip olmasini gerektirmez. Yani 
Fermat teoreminin karsiti dogru degildir. 

Gercekten f(.x) = x 3 seklinde seklinde tammlanan/ : R — > R fonksiyonunun tiirev 
fonksiyonu 


Bu tabloya gore fonksiyon (-° o, -1] de artan, [-1 ,1] de azalan, [1 ,+=°) da artandir. 
Dolayisiyla -1 de yerel maksimum, 1 de yerel minimum vardir, Yere l maksimum 
degeri/(-l) = (-1) 3 - 3(-l) = 2 , yerel minimum degeri f( 1 ) = 1 ~ 3 = -2 olur. 
Fonksiyonun grafigi yahda'venfmistir. Yerel ekstremum noktalarinin saginda ve 
solunda tiirev farkli isaretlidir. Estremum noktada tiirevin ne olacagim a§agidaki 
teorem acildamaktadir. 


fix) = 3.v 2 

olup /'( 0) = 0 dir. Halbuki Vx > 0 icin f(x) >/(0) = 0 ve Vx < 0 icin fix) < 
/(0) - 0 dir. Boylece c = 0 noktasi f(x) = x 3 fonksiyonu i<jin ne bir yerel mak- 
simum ne de bir yerel minimum noktasidir. 
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2 ) Fonksiyon bir noktada yerel ekstremuma sahip oldugu halde o noktada 
tiirevli olmayabilir. Omegin grafigi yanda verilen f(x) = x m + 1 fonksiyonu i?in 


3Vx 

0 19m /'(*)< 0 , x > 0 igin f\x)> 0 dir. Su halde x - 0 bir 
noktasidir. Halbuki x = 0 da tiirev yoktur. Yani /'( 0) mevcut 

TANIM 

A a R kiimesi iizerinde tanimli, reel degerli bir / fonksiyonu verildiginde 
f(c) = 0 

§artini saglayan c noktalarma / fonksiyonunun duraklama noktalan veya 
kritik noktalan denir. 


ORNEK : fix) = 3x 5 - 20x 3 fonksiyonunun kritik noktalarmi bulunuz. Bunlar- 
dan hangileri yerel ekstremum noktalandir? 

Coziim : 

f\x) = 1 5 jc 4 - 60x z = 1 Sx 2 (x 2 - 4) = 0 

— / x^ = X2 = 0, x ^ = “2, x 4 = 2 

olur. §u halde kritik noktalann kiimesi (-2, 0, 2} dir. Turevin i§aret tablosu 
yapihrsa 

x | -00 -2 0 2 +°° 

] - ? + 


min 

bulunur. Tablodan gbriildiigii gibi, x = -2 de yerel maksimum, x - 2 de yerel mi- 
nimum vardir. x - 0 kritik noktasi bir ekstremum nokta degildir. 

ORNEK : fix) = x siiu + cos* biciminde tammlanan / : [0,2 jt ] — > R fonksiyo- 
nunun yerel ekstremum noktalarmi ve degerlerini bulunuz. 

Coziim: /'(*) = sin* + x cos* - sinx = xcosx dir. (0,2 Jt) araligmda * > 0 
oldugundan /'(*) in i§areti cos* in igaretiyle aymdir. Buna gore /'(*) in i§aret 
tablosu asagidaki gibi olacaktir. 
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max 



IL 3jc 


X 

0 

2 

2 2jt 

fix) 

1 

? + 

1 

0 

I 

" ? + 



- Jt ■ - 


fix) 

1 

2 

X-y z' 1 


* = j de yerel maksimum, r = y de yerel minimum vardir. Yerel maksimum 
degeri / ( J ) = J , yerel minimum degeri / (-y ) =“ y olur. 

Yukaridaki tiim agiklamalardan sonra a§agidaki teoremi ifade edebiliriz. 


TEOREM 4.3 : 

/ : [a,b] — > R fonksiyonunun kritik noktalan c,, c 2 , ..., c p , tiirevsiz oldugu 
noktalar s lt s 2 , ...,s T ise {fia), fief fic 2 ), fic p ), fisf ...fa), fib)} kii- 

mesinin en biiyiik elemam / nin mutlak'maksimum (en biiyiik) degeri, en kii- 
ciilc elemam / nin mutlak minimum (en kiiciik) degeridir. 


ORNEK : fix) = 2x 3 - 9* 2 - 24* + 45 biciminde tammlanan/: [-5,5] -> R 
fonksiyonunun en biiyiik en kiiciik degerini hesaplayimz. / ([-5,5]) kiimesini 
bulunuz. 

£6ziim : /'(*) = 6x 2 - 1 8* - 24 oldugundan 

/'(*) = 0 => 6* 2 - 18* - 24 = 0 =» 6(x + 1) (* - 4) = 0 => 

*1 = -1 , * 2 = 4 

tiir. O halde kritik noktalar -1 ve 4 tUr. Fonksiyonun tiirevsiz oldugu nokta yok- 
tur. Buna gore 

{fi-5),fi-l\ fiA), fi5)} 

kiimesinin en biiyiik elemam fonksiyonun mutlak maksimum (en biiyiik) degeri; 
en kiigtik elemam fonksiyonun mutlak minimum (en kiigiik) degeridir. 

fi- 5) = 2. (-5) 3 - 9(-5) 2 - 24(-5) + 45 = - 310 

/(- 1) = 2. (-1) 3 - 9(-l) 2 - 24(— 1 ) + 45 = 58 

fiA) = 2. 4 3 - 9. 4 2 - 24.4 + 45 = - 67 

fi5) - 2. 5 3 - 9. 5 2 - 24. 5 + 45 = - 50 

oldugundan, fonksiyonun mutlak minimum degeri - 310, mutlak maksimum 
degeri 58 dir. Buna gore /([-5,5]) = [-310, 58] dir. 
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QRNEK : [-2,2] uzerinde f(x) = 3x 4 -4a j + 12 §eklinde tammlanan/fonksiy- 
onunun yerel ve mutlak ekstremumlanni bulunuz. 

Cozilm : f’(x) - 1 2x 3 - 1 2x~ = 1 2x 2 (x - 1) oldugundan tiirevi sifir yapan deger- 
ler (kritik noktalar) x, = x 2 = 0 ve x 3 = 1 dir. /'(x) in isaret tablosu 


X 

! —2 

0 

1 

2 

/'(A* 

i- 

(l - 

0 

j 

i 

i- 0 


seklindedir. Tiirev sadece 1 civannda i§aret degistirdiginden (-2,2) arahginda 
sadece x =1 de yerel ekstremum vardir. 1 noktasinm solunda fonksiyon azaian, 
saginda artan oldugundan 1 noktasinda yerel minimum vardir. Yerel minimum 
degeri 

A l) = 3-4 + 12= 11 
dir. 

m = 12 

/(-2) = 3 . 16 -4. (-8)+ 12=92 
J{2) = 3. 16-4.8+12 = 28 

oldugundan x = -2 de mutlak maksimum t = 1 de mutlak minimum vardir. 

ikinci tiirevin i§areti ile ekstremumlarm vaiiigi ve cinsleri arasinda siki bir ili§ki 
vardir. Bu ili§kiyi §u teoremle verebiliriz. 

TEOREM 4.4 : 

/ fonksiyonu (a,b) arahginda tiirevli, c noktasi / fonksiyonunun bir durak- ! 
lamanoktasi, /"(c) mevcut ve sifirdan farkli olsun. 

(1) Eger f"(c)> 0 ise c de bir yerel minimum, 

(2) eger f”(c)< 0 ise c de bir yerel maksimum 
vardir. 

Ispat : (1) f\x) = g(x) diyelim. Buna gore g\c)> 0 dir. Teorem 4.1 den c nin 
oyle bir 6- kom§ulugu vardir ki bu aralikta g artandir. O halde (c - 8, c ) 
arahginda g(x) < g(c) = 0 ve (c,c + 5) arahginda 0 = g(c) < g(x) dir. Su halde 
(c - 5,c) arahginda fix) < 0 ve (c, c + 8) arahginda f\x) > 0 dir. Demek ki 
/fonksiyonu c noktasinda bir yerel minimuma sahiptir. (2) nin ispati (1) in 
ispatina benzer olarak yapihr. 


166 



oldugundan x = 1 yerel minimum noktasidir. 
Yerel minimum degeri /(l) = 1 lnl - 1 = - 1 olur. 
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43 MAKSIMUM - MINIMUM FROBLEMLERI 


Bir maksimum - minimum problemini ?bzmek icin asagidaki yolu izlemek ya- 

rarli olur. 

1) Problemde verilenler degi§kenlerle gosterilir. 

2) Maksimum ya da minimum olmasi istenen coklukla ilgili bir ifade bulunur. 

3) Verilenler kullamlarak bazi degi§kenler yok edilir. Tek degiskenli bir fonk- 
siyon elde edilir. 

4) Probleme gore degiskenin simrlan tespit. edilir. 

5) Kritik noktalar bulunur. 

6) Fonksiyonun kritik noktalar ve araligin uc noktalanndaki degerleri bulu- 
nur. 

7) Bulunan fonksiyon degerlerinin en kiiciigu fonksiyonun en kiiciik degeri, 
en biiytigii de fonksiyonun en biiyiik degeridir. 


UYARI : Bu problemlerde maksimum ve minimumlar mutlak maksimum ve 
mutlak minimumlardir. 


ORNEK : Toplamlari 40 oian i ki pozitif t amsavinm kareleri topi ami en fazla kan 
olur? 

Cdziim : 

I. sayi II. sayi 

x y — . e 

2) Maksimumu istenen ifade x 2 + y 2 

3) x + y = 40 =4> y - 40 - x olur. Bu deger x 2 + y 2 de yerine konursa, mak- 
simumu bulunacak ifade f(x) = x 2 + (40 - x) 2 olur. 

4) x degi§keni 1 den 39 a kadar deger alabileceginden xe [1,39] dur. 

5) [1 ,39] arahginda f( x) = x 1 + (40 - x) 2 §eklinde tammlanan / fonksiyo- 
nunun mutlak maksimumu bulunacaktir. 

f(x) = 2x + 2(40 - x . ).( - 1 ) = 4x - 80 


f'(x) = 0 4x - 80 = 0 =» x = 20 
kritik noktadir. 


/(!)= I 2 + 39 2 = 1521 


/(20) = 20 2 + 20 2 = 800 


39) = 39 2 + l 2 = 1521 


oldugundan en buyiilc deger 1521, en kii^iik deger 800 ’diir. 



9 -yi 
F 

V 

A x E B 



ORNEK : 9 cm eninde dikdortgen §eklindeki bir lcagit §erit, §ekildeki gibi D 
ko§esi kivrilarak [AB] kenan iizerine getiriliyor. FAE u^geninin alam en fazla 
ka? cm 2 olabilir? 

Coziim : \AE\-x, iAFI=y denirse, IDFI = \FE\ = 9 - y olur. Bu durumda 
S = AlantFAE) = -~xy 
dir. FAE dik ii 9 gen oldugundan 

x 2 + y 2 = (9 - y) 2 ==> x 2 + y 2 = 81 - 18y + y 2 =#; 


1 8y = 8 1 - x 2 => y = 


81 - x 2 

18 


olacaktir. Dolayisiyla 

, 1 81 -x 2 


36 


(8 lx -x 3 ) 


olur. Bu fonksiyonun en biiyuk degeri bulunacaktir. 


S'(x) = (8 1 - 3x 2 ) - 0 =» x = 373 

36 


bulunur. 


S"(x) =- ~ => S"(3 /3) =- < 0 


olacagmdan x = 3 73" de maksimum vardir. 

5(373 ) = -—(81.3 v/3- 81 73) = -—^- 

oldugundan FAE iiggeninin alam en fazla y 73" cm 2 olabilir. 


A 



ORNEK : r yaricapli bir cemberin icine cizilebilen bir ikizkenar U9genin alam 
en fazla ne olur? 

(Toziim : IA//1 = h, IBCI = a denirse 
5 = Alan(A§C) = |-a./i 

olacaktir. OHC dik iicgeninde 

r 2 = (/? - r) 2 + ( , §) 2 
olacagmdan 

9 

— = 2rh-h 2 =>a = 2']2rh-h 2 
4 


bulunur. Dolayisiyla 


16 ! 


169 




S = yfrrh-h 2 .h 


olacaktir. 

s' = - 1 1 - 2h h + y 2 rh - h 2 = o => 

2y2rh- h 2 

(r - h)h + 2rh - h 2 = 0 => 
h (r - h + 2r - h) = 0 => 

h (3r -2h) = 0=> h = 0 veya A = 
bulunur. l§aret tablosu 


h 

0 

J-r 

2 

2 r 

S' 

- 6 

1 

1 

+ 9 ~ 


S 

0 

/M \ 

/ A 

0 

\ 


4 
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0 4 +oo 



min 


x = 4 de alan minimum oldugundan, kagidin alam en az 
S(4) = 3. 4 + ~ + 30 = 54 cm 2 

olmalidir. 

ORNEK : Yaricapi 6 cm olan bir kiire igine yerle§tirilen bir dik koninin hacmi 
en fazla leap cm 3 olabilir? 

Coziim : \AH\ - h, \BH\ = r olsun. ABD dik iipgeninde 
\BH\ 2 = \AH\ . \HD\ => 
r 2 = h (12 - h) = 12 h-h 2 ■ 
olur. Buna gore koninin hacmi 

V = y nr 2 h = y tc( 1 2h - h 2 )h = n( 1 2h 2 - h 3 ) 
olacaktir. 

V' = ~ 7u(24/z - 3h 2 ) = 0 =*■ /z, = 0, h 2 = 8 
bulunur. /i > 0 olacagindan /z — 8 dir. Buna gore maksimum hacim 
Y=^7t(12.8 2 - 8 3 ) = -~^ 
cm 3 olur. 



ORNEK : y = x + 4, y = -x + 4 dogrulari ve Ox- ekseni tarafindan sinirlanan 
bolgede bulunan, iki ko§esi verilen dogrular, iki ko§esi de Ox- ekseni iizerinde 
olan dikdortgenin alam en fazla kag br 2 olabilir? 

iQoziim : A(x) = 2x(-x + 4) = 8x - 2x 2 

oldugundan 

A'- 8 - 4x = 0 => x = 2 


bulunur. A" = - 4 < 0 oldugundan x = 2 de maksimum vardir. Maksimum alan 
A = 8. 2-2. 4 = 8 br 2 

olur. 


171 




% ORNEK : (^evresi 36 cm olan dikdortgen §eklindeki bir karton kenarlanndan 
biri etrafinda donduriiliiyor. Meydana gelen dairesel silindirin hacmi en fazla kac 
cm 3 olabilir? 

Coziim : Dikdortgenin bir kenanna x denirse digeri 18 -a olur. 

V= tca 2 (18 -a) = 7t( 1 8jc 2 -- x 3 ) 
olacagindan 

V'=7i:(36a-3a 2 ) = 0=> 3jc( 12 — x) = 0 
=>a = 0 veya x =12 olmahdir. x > 0 olacagindan x=l2 dir, 

V*= 36 - 6x =» V'(12) =- 36 < 0 
oldugundan x = 12 igin maksimum vardir, Maksimum hacim 
V = jtjc 2 (18 - a) = jt . 36 . 6 = 21 6ji 
cm 3 olur. 



ORNEK : Bir kenarinxn uzunlugu 12 cm olan kare §eklindeki bir kartonun ko- 
gelerinden birer esit alanli kare kesilerek geriye kalan pargadan iistii agik bir ka- 
re prizma yapiliyor. Bu prizmanin hacmi en fazla kac cm 3 olur? 

(foziirn : Prizmanin hacmi 

V(x) = (12 - 2xf x = 4. (36a- - 12a 2 + a 3 ) 

olacagindan 

V'(x) = 4 (36 - 24a + 3a 2 ) 

/\ x 

’y = 1 2(a 2 - 8a + 12) = 1 2(a - 2) (a - 6) 

12 - 2a 

olur. Bunun degi§im tablosu 

12 -2a 




X 

0 

2 6 

v 

i i 

M - 1 

V 

0 ^ 

^0 
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§eklinde olacagindan maksimum hacim 
V(2) = 8 2 . 2 = 128 cm 3 olur. 



ORNEK : Bir sanayici, aluminyumdan dik dairesel silindir seklinde ustii agik, 
64 cm 3 hacminde kutular yapmaktadir. En az alilminyum kullanmasi igin yapa- 
cagi silindirin taban yarigapi kag cm olmahdir? 

£6ziim : Kullamlacak aliiminyumun alam 

A = Jt r 2 + 2 je rh 



olur. Bu fonksiyonu minimum yapan r degeri bulunacaktir. 

A'(r) - 2nr - = 0 => 2 nr 3 = 1 28 

r~ 



olmahdir. 



ORNEK : B koyii .A^kdyiiniin 40 km dogusunda, C koyii de B nin 20 km 
kuzeyindedir. A ile B ve B ile C arasinda stabilize yol mevcuttur. A ile C arasi 
asfaltlanacaktir. l km stabilize yolun asfaltlanmasi 30 milyar TL ye, 1- km yeni 
yolun agilip asfaltlanmasi 60 milyar TL ye mal olmaktadir. A ile C arasindaki 
asfalt ydl en az kac milyara mal. olur? 

£ozum : AB yolu Uzerinde bir P noktasina gittikten sonra P den C ye bir yeni 
yol agildigim kabul edelim. IAPI = x denirse, a = 0 olmasi halinde P ile A gaki§ir. 
Bu durum A ile C arasina tiimiiyle yeni bir yol agilacagmi ifade eder. x = 40 km 
ise bu P nin B ile gakigmasi demektir. Bu durum stabilize yollarm asfaltlanacagi 
anlamina gelir. Buna gore yolun malolu§ fiyati, 0 < a < 40 icin 

M( x) = a . 30 + V(40 - a) 2 + 400 .60 

= 30 ((a + 2 -n/(40 - a 2 ) + 400 ) 

milyar lira olur. §imdi bu fonksiyonun kritik noktalarim bulalim. 
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olur. 


i, Asagidaki fonksiyonlarm artan veya azalan oldugu 
araliklari bulunuz. 


A§agidaki e§itliklerle verilen fonksiyonlarm kar§ila- 
nnda yazih arahklardaki mutlak maksimum ve mut- 
lak minimum degerlerini bulunuz. 


(a) f:R->R, f(x)=x 2 -6x 2 + 5 

(b) f:R->R, Ax) = ~^~~ 

4 + x" 

(c) /; [0, 2xc] — > , f(x) = x cosx - sinx 

(5) f-R~>R, f(x) = 2x - x 2 




y 


/ 

-I / 

/ 


\ 

\l 

/ 


0 

\ X 




y=f'( 


Yukarida/: R R fonksiyonunun tiirevinin grafi- 
gi verilmiftir. 


(a) 

f(x) = x 2 - 3x + 2, 

/ = [-3,10] 

(b) 

f(x) = X 2 - 3x + 2, 

/ = [-2,10] 

(c) 

f(x) — x 3 — 2x + 1, 

/=[0,1] 

(9) 

Ax) 

I = [0,2] 


X" + 1 


(d) 

il 

* 

+ 

X 1 — 

/= [t5o’ 100 ' 

(e) 

§ 

II 

< 

LO 

! 

£ 

/= [-1.1] 

(0 

Ax) = vx 2 + X+ 1 , 

/= [-1,0] 

(g) 

Ax) = 42 -x-x 2 , 

/ = [-2,1] 

(h) 

/(x) = 4sinx + 2cos2x, 

/= [0,jr] 


(a) / fonksiyonunun artan ve azalan oldugu 
araliklari bulunuz. 

(b) Hangi noktalarda yerel maksimum hangi- 
lerinde yerel minimum vardir? 

A§agidaki fonksiyonlarm yerel maksimum ve yerel 
minimum noktalarim bulunuz. 

(a) f:R->R, f(x)=x*-3x 

(b) f:R->R, f(x) = x 2 (x 2 - 4) 

(c) f:R—>R, /[x) = -i- 

1 +x 

(d) f:R \ {0} — » R, f{x)=x + ~ 


(i) f(x) = x m , /= [-1,8] 

(i) f(x) = 2 X , 1= [-1,5] 

5- f(x) = (x - Cj) 2 + (x - c 2 ) 2 + . . . + (x - c n ) 2 

fonksiyonu hangi noktada maksimum degerini ahr? 

5 „ Agagidaki fonksiyonlarm kar§ilarmda y azili arahkta 
bir mutlak maksimuma sahip oldugunu gosterip bu 
degeri bulunuz. 

(a) f(x) - cotx - VT cscx , I = (0,Jt) 

(b) f(x) = tanx + V3 cotx, / = (o,y) 


(e) f(x) = (x - l) 2 (x + 2) 

(f) f:R—*R, f(x) = x e' x 


f(x) = x 2 + 2ax + 3 b^iminde tammlanan/ : R —> R 
fonksiyonunun en kii£uk degeri -6 olduguna gore, a 
nedir? 


175 



S' Hipoteniis uzunlugu \Qfi2 birim olan bir dik iigge- 
nin alam en fazla kag birimkaredir? 


5. Alam 36 cm 2 olan bir dikdortgenin gevresi en az 
kac cm olur? 


10. A(2,0) noktasinm y = fix egrisine olan uzakligmi 
hesaplaymiz. 



Yukarida R yarigapli bir yarigemberin igine bir 
dikdortgen cizilmi|tir. Dikdortgenin alam en fazla 
kac br 2 olabilir? 


: - R yarigapli bir cember igine gizilebilen bir ikizkenar 
iicgenin alam en fazla ne olabilir? 


R yarigapli bir gember icine gizilebilen maksimum 
alanli bir ikizkenar iiggenin yiiksekligi ne olur? 



Iki ko§esi Ox- ekseni iki ko§esi de v = 12 -x 2 para- 
bola iizerinde bulunan dikdortgenin alam en fazla 
kag br 2 olabilir? 


< ; • Sacdan hacmi 1 litre olan bir dik dairesel silindir 
yapmak igin en az kac cm 2 saca ihtiyag vardir? Bu 
silindirin boyutlari nedir? 


16. Bir tiggenin iki kenan a ve b, bu iki kenarm olu§tur- 
dugu agimn olgiisu 0 olduguna gore, bu iicgenin 
alam 0 mn hangi degeri igin maksimum olur? Mak- 
simum alanli iiggenin alam ne olur? 



o 


Yarigapi 1 cm olan yangember igine gizilebilen 
yamugun alam en fazla kag cm 2 olabilir? 


- 8 . Cevresi aym sayiya e§it olan dikdortgenler iginde 
alam en biiyiik olanmin kare olacagim gosteriniz. 


y=\fx egrisinin (c,0) 
hangi noktadir? (c > ~- 


noktasma en yakin noktasi 
ve c < igin irdeleyiniz.) 


2S, Hipoteniisii VJ birim olan bir 
dikuggen, dik kenarlarmdan 
biri etrafmda donduriiliiyor. 
Meydana gelen dairesel koni- 
nin hacmi en fazla kag br 3 
olur? 



2L igine 4 cm yarigapli bir kiire yerle§tirilebilen bir dik 
dairesel koninin hacmi en az kac cm 3 olur? 



Taban yancapi R, yiiksekligi H olan bir koninin 
icine yerle§tirilebilen maksimum hacimli silindirin 
hacmi ne olur? 


4,6 TiJMEVLE iLGtli TEOMEMLER 


Kapali bir aralikta siirekli, bu araligm ig noktalarinda ttirevli fonksiyonlann 
onemli bazi ozellikleri vardir. Bu kesimde bunlardan bazilarmi ifade ve ispat 
edecegiz. 


TEOREM 4.5 (Rolie Teoremt) : 

/, [a,b\ araliginda siirekli ve Vx e (a,b) noktasinda tiirevli olsun. 

Eger f(a) -f(b) ise (a, b) araliginda f\c) = 0 olacak §ekilde en az bir c nok- 
tasi vardir. 


Ispat:/ nin [ a,b ] de aldigi en biiyiik deger M, en kiigiik deger m olsun. Eger 
M - m ise fonksiyon sabit fonksiyon olur ki bu takdirde her x icin f'(x) = 0 
olacagindan teorem a§ikardir. 



Simdi M ^ in, yani m<M olsun. f(a) =f(b) oldugundan fonksiyon hem M, hem 
de m degerlerini araligm uc noktalarinda alamaz. Kabul edelim ki / fonksiyonu 
M degerini bir c e (a,b) noktasinda alsin. Fermat teoreminden dolayi f'{c) = 0 
olur. Boylece teorem ispatlanmi§ olur. 

Rolie teoreminin geometrik yorumu gudur : 

~ 42 ~: 

/, [a,b] araliginda siirekli ve ig noktalarda tiirevli ve f(a) = fib) ise egrinin 
en az bir noktasindaki tegeti Ox- eksenine paraleldir. 


Ozel olarak, fia) = fib) = 0 alinirsa Rolie teoreminden su cebirsel sonuc elde 
edilir: 

SONUC; 4.3 : 

Kapali bir aralikta siirekli ve ic kisminda tiirevlenebilen bir fonksiyonuh iki 
| sifir yeri (kokii) arasmda tiirevinin sifir oldugu en az bir yer vardir. 


ORNEK : fix) = x 4 - Sx 2 + 4 olsun. f'(x) = 0 denkleminin kokleri icin birer 
simr bulunuz. 

C^oziim: fix) = x 4 - 5x 2 + 4 = (x 2 - 1) (x 2 - 4) = (x + 2) (x + 1) (x - 1) (x - 2) 
oldugundan f\x ) = 0 denkleminin iic reel kokii vardir. Zira /(-2) =/(-!) = 0 ol- 
dugundan en az bir x, e (-2, -1) igin f'(x i ) = 0 dir. Benzer gekilde -1 < x 2 < 1 
ve 1 < x 3 < 2 bagintilanni saglayan ilci kok daha vardir. Gergekten 

f(x) - 4x 3 - 1 Ox = 0 2x(2x 2 - 5) = 0 ^ 

• X 2 ~ °’ = 0lU1 '* 
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ORNEK : Rolle Teoreminden yararlanarak 
5x 4 - 4x + 1 = 0 

denkleminin (0,1) arahginda bir koke sahip oldugunu gosteriniz. 

C^oziim : f(x) = x’ - 2x 2 + x denirse fix) = 5x 4 - 4x + 1 olur. Diger taraftan 

f( 0) -/(l) - 0 oldugundan /'(x) = 0 olacak sekilde en az bir x e (0,1) vardir. 
Dolayisiyla 5x 4 - 4x + 1 = 0 olacak §ekilde en az bir x e (0,1) vardir. 


TEOREM 4.6 (Difsrsnsiye! Hesabm Qzis-Mtii?. Deger Tesrerni) ; 

/: [a,b\ — > R fonksiyonu [a,b\ arahginda siirekli ve Vx e (a,b) noktasmda 
tiirevlenebilir olsun. Bu taktirde (a,b) arahginda 

fXx ) = M. 

olacak §ekilde en az bir x 0 noktasi vardir. 



r(a+ 0 (i . fl )) = MiM 

b- a 

olur. 

Ortalama deger teoreminin geometrik anlami §udur: 

/, [a,£>] de siirekli ve ip kisminda tiirevli ise y =f(x) egrisinin A(a,f(a)) ve 
B(b,f(b)) noktalarindan gepen dogruya paralel olan en az bir tegeti vardir. 

ORNEK : / : [-1 ,2] -4 R, f(x) = x 2 + 2x fonksiyonunun ortalama degerini he- 
saplayiniz. Teoremde adi gepen x 0 noktasim bulunuz. 


f(x o)= ^ ) _~ / _ ( ~ 1) => 2* 0 ? 2 = 1--^ ]) =3 
=> 2x 0 + 2 = 3 =* x 0 = olur. 


Su halde ortalama degeri 3 , teoremde adi gecen nokta — dir. 


ispat : k bir sabit olmak Uzere, 


G : [a,b] -> R, G(x) = f(x) + k . x 

fonksiyonunu tegkil edelim. Bu fonksiyon da [a,b] arahginda siirekli ve her 
x e (a,b) noktasmda tiirevlenebilirdir. §imdi k sabitini G(a) = G(b) olacak 
§ekilde sepelim. 

f(a ) + ka- f(b) + kb 
den 

m-m 

b-a 


bulunur. §u halde 

G(x) —fix') — m ~f {a) x 
b-a 


fonksiyonu Rolle teoreminin biitiin §artlarini saglar. Bu sebepten [a,b] kapah 
arahginin ip kisminda G’(x 0 ) - 0 olacak jekilde en az bir x 0 noktasi vardir. 
Buradan 


W-WzM.. o 


/'(*o) = ji 


_ m-m 


b-a 


olur. Bu /'( x 0 ) degerine fonksiyonun [a,b] araligmdaki ortalama degeri denir. 


a ile b arasindaki bir sayi 0 < 0 < 1 olmak iizere 


ORNEK : Her x e R icin, 
e v £ 1 + x 

oldugunu gosteriniz. 

^dziim : x>0 olsun. /(x) = e x geklinde tanimlanan /:/?—>/? fonksiyonuna 
[0, x] arahginda ortalama deger teoremi uygulanirsa 

(0 < x 0 < x) 

ve buradan da 

i-li = e' T “>e°=l => e x >x + ] 
x 

bulunur. 

x = 0 ise e§itlik hali mevcuttur. x < 0 ise f(x) = e r §eklinde tanimlanan / 
fonksiyonuna [x,0] arahginda ortalama deger teoremi uygulanirsa 

=/'(x 0 ) (x < x 0 < 0) 

olacagindan 


-x 

olur. -x > 0 oldugundan 


a + 0 (b - a) 


1 - e x < -x => e* > 1 + x 
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geklinde yazilabildiginden, teoremin hipotezleri altmda 0 < 9 < 1 §artim sagla- 
yan en az bir 0 vardir ki bu 0 sayisi ipin 


bulunur. 
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TEOREM 4.7 (Genelle§tirllmis Ortalama Deger Teoremi) : 

/ ve g fonksiyonian [a,b] araliginda stirekli ve bunun ig kisminda tiirevlene- 
bilir olsunlar. Aynca Vx g (a,b) igin g'(x)*0 olsun. Bu takdirde (a,b) ara- 
liginda 

/'(* n) _ fib) -fia) 
g\x Q ) g(b)-g(a ) 

olacak §ekilde en az bir x 0 noktasi vardir. 


fspat : Ortalama Deger Teoreminden dolayi 

g(b) - g(a) = g'(a + Q(b - a))(b -a), (0 < 0 < 1 ) 

dir ve g'(a + 0(b -a))* 0 oldugundan g(b) - g(a) * 0 dir. §imdi k bir sabit 
olmalc iizere 

T(x) = fix) + k g(x) 

fonksiyonunu gozoniine alalira. T(a) = T(b) olacak §ekilde k yi tesbit edelira. 
T(a) = T(b ) <^f(a) + k g(a ) -fib) + k g(b) => 

k - m-m 

gib) - g(a) 
olur. §u halde 


T(x) =fix) - 


m-m 

g(b) - g(a) 


g(x) 


yazilabilir. Bu fonksiyon \a,b] araliginda siirekli ve bu araligm ug kisminda 
tiirevlenebilir oldugundan Rolle teoreminin §artlarim saglar. Bu sebepten (a,b) 
araliginda T'(x o) = 0 olacak sekilde en az bir x 0 noktasi vardir. Bu durumda 


/'(%)“ 


fib) -fid) 
g(b) - g(a) 


g’(x 0 ) = 0 


olur. Buradan da 


/'(* f ,) = fib) -fid) 
g'(x 0 ) g(b) - g(a) 

yazilabilir. O halde (0,1) araligindaki en az bir 0 igin 

f'(a + Q(b - a)) _ fib) -fid) 
g'(a + Q(b - a)) g(b) - g(a) 

olur. 


QRNEK : / : [0,1] R, fix) = x 3 + x, g : [0,1] -> R , g(x) = x 2 fonksiyon- 
larina genelle§tirilmi§ ortalama deger teoremini uygulayarak, adi gegen x 0 nok- 
tasini bulunuz. 


(^oziim : 

fix p) ^ fil)-fiO) ^ 3x n 2 +l _ 2-0 
g'(x 0 ) g(l)-g(0) 2x 0 1-0 

=> 3xq + 1 = 4x 0 => 3 xq - 4x 0 + 1 = 0 

=> x 0 = ~ ve x 0 = 1 

bulunur. x 0 e (0,1) olacagindan, teoremde adi gegen nokta x 0 = tur. 

§imdi Ortalama Deger Teoreminden elde edilen bazi sonuglan vereiim. 

SQNIJC 4.4:/, [ a,b ] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. V xe (a,b) 
igin f'(x) = 0 ise / sabit fonksiyondur. 


ispat : x g (a,b] olmak iizere/ fonksiyonuna |a,x] araliginda ortalama deger 
teoremini uygulayahm. [a, x) araliginda 

fix) -fia) =/ , (c) ^ fe)-fla) = (x- 4 )f(c) 
x-a 

olacak §ekilde en az bir c sayisi vardir. f(c) - 0 oldugundan 
fix) -fia) = 0 =±> fix) = fia) 

bulunur. Her x g (a,b) igin fix) -fia) oldugundan Vx g [q,b] \ fin fix) - fia) dir. 
fia) = k denirse Vxe [a,b] icin fix) = k olur. 

SONUC 4.5 : /ve g, [ a,b ] araliginda siirekli ve bu araligin ig noktalarinda 
turevli olsun. Vx g (a,b) igin fix) = g'(x) ise fix) ile g(x) bir sabit kadar 
farkhdir. Ba§ka bir deyi§le Vx g [a,b] igin fix) = g(x) + k olacak §ekilde bir 
k sabiti vardir. 


Ispat: h(x) =fix) - g(x) denirse Vxg (a,b) igin h’(x) =/'(x) - g'(x) = 0 dir. Bir 
onceki sonugtan h bir sabit fonksiyondur. h(x) = k denirse fix) - g(x) = k, 
buradan da 

fix) = g(x) + k 

bulunur. 
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QRMCK : fix) = 3x 2 ve /( 1 ) = 3 olduguna gore, f(x) nedir? 

(Qoziim : g(x) = x 3 tiirevi 3x 2 olan bir fonksiyon oldugundan oyle bir k sabiti 
vardir ki 

fix) = g(x) + k = x 3 + k 
olur./(l) = 3 oldugu gdzbnune almirsa 
fil) = l + k=3 =» k = 2 
bulunur. §u halde istenen fonksiyon 
fix) = x 3 + 2 
dir. 



Bu kesimde onemli bir fonksiyon sinifmi tanitacagiz, 

TAMM : 

K c R 2 olsun. Eger K kiimesinin herhangi iki noktasmx birlestiren dogru 
par^asi K kiimesinin icinde kaliyorsa K ya bir konveks kiirne adi verilir. 

Bu tanima gore ii§genlerin, karelerin, cemberierin if bolgeleri ile arahklar hirer 
konveks bolgedir. Simdi konveks kumelerden yararlanarak bir fonksiyonun kon- 
veksligini tammlayahm. 

TAMM : 

/ fonksiyonu [a,b] de siirekli bir fonksiyon olsun. Eger 
K = { (x,y) : x e [a,b] ve y >fix) } 

kiimesi, yani fonksiyonun grafiginin iist tarafinda bulunan bolge konveks ise 
/ fonksiyonu konvekstir veya 3’iikar; biiktlrruildiir denir. 

ORNEK : fix) - x 2 fonksiyonu konveks midir? 

Cozum : K = { (x,y) : x e R, y>x 2 } kiimesi bir konveks kiimedir, zira bu kiime 
i 9 inde alinan herhangi iki noktayi birlegtiren dogrunun tiim noktalan yine bu 
bolgededir. 
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TANIM 

Bir/fonksiyonunun konvekslikten konkavliga veya konkavliktan konveksli- 
ge gegtigi ve fonksiyonun siirekli oldugu noktaya donum (biikiini) noktasi 
adi verilir. 


Yukandaki incelemeler gozoniine alindigmda biikiim noktasi igin su onermeler 
ifade edilebilir. 

J ) a noktasi / igin bir dontim noktasi ise ya f’{a) = 0 ya da f'ia) mevcut 
degildir. 

2) f" fonksiyonun noktasmda i§aretdegi§tiriyorsa a noktasi/ nin bir doniim 
noktasidir. 


ORNEK : f(x) = x 3 - 3x 2 - 4x + 1 2 fonksiyonunun konveks ve konkav oldugu 
araliklan belirleyiniz. Varsa doniim noktasim bulunz. 

Coziim : 

fix) - 3x 2 - 6.x - 4. fix) ~ 6.v - 6 olur. 


.. . . -v ~ v - ", j - - * 


1. A§agidaki fonksiyonlarin kar§ilannda yazili aralik- 
larda Rolle teoreminin hipotezlerini sagladigini gos- 
teriniz. Teoremde adi gegen c noktasim bulunuz. 

(a) f(x)=x 2 -2x [0,2] 

(b) f(x) = 9x 2 -x A [-33] 

(c) /fxj-x-x 3 [0,1] 

(g) f(x) = 5x 2/3 - x 5/3 [0,5] 

(d) [-1,1] 

1 + x“ 

2, m, n 6 Z + olmak iizere, f(x) = x m (1 - x) n fonksi- 
yonunun [0,1] araliginda Rolle Teoreminin hipote- 
zini sagladigini gosteriniz. Teoremde adi gegen c 
noktasimn [0,1] araligmi — oramnda boldugiinii 

gosteriniz. 


8. Asagidaki denklemlerin, kar§ilarmda yazili aralik- 
larda bir tek koke sahip oldugunu gosteriniz. 


(a) 

x 5 + lx - 3 = 0, 

[0,1] 

(b) 

X 10 

- 1000, 

[1,2] 

(c) 

x 4 - 

- 3x = 20, 

[2,3] 

(?) 

x - 

— -0 , 
X 

[1,3] 

(d) 

2x 

- cosx = 0, 

[-3t,Jt] 


9 . A§agidaki fonksiyonlarin kar§ilarinda yazili aralik- 
larda ortalama deger teoreminin sartlarim sagladigi- 
ni gosterip, teoremde adi gegen x 0 noktalanm bulu- 
nuz. 

(a) f(x) = x 3 , [-1,1] 


X 

—CO 1 

+00 

.nx) 

- ? 

+ 

fix' 

konkav 6 

konveks 


3. f(x) = 1 -x 2/3 fonksiyonu [-1,1] iizerinde siirekli ve 
/(-l) =f[l) = 0 dir. (-1,1) de /'(c) = 0 olacak 
gekilde bir c var midir? Bu sonug Rolle Teoremiyle 
geli§ir mi? 


(b) f(x) = 3x 2 + 6x - 5, [-2,1] 

(c) JU) = Jx, [935] 

( 5 ) = [- 1 , 8 ] 


Fonksiyon (-»,1) de konkav, (1,+°°) da konveksdir. Egrinin doniim noktasi 
(1,6) noktasidir. Egrinin grafigi a§agida gizilmi§tir. 



y 



. 1? 


/ 

\ 

i 

/ 

\ 

j 

/ 

j 

\ 

\ 

i 

\ 

j g 


,(1.6) j 

\ I 

/ 

/ 


/ 


\ I 

/ 


\o 3 / 

j 



r ° 


j D 

1 \y - 


{ x, 0 < x < 1 ise 

fonksiyonu lgm 

0, x=l ise 

/[0)=/(1) = 0 dir. Vxe (0,1) icin /'(x) = 1 * 0 dir. 
Bu sonug Rolle Teoremiyle geli§ir mi? 


(d) 

fix) = V X — 1 , 

[2,5] 

(e) 

fix) — -\/x( 1 -x) , 

[0,1] 

(f) 

fix) — X + — - , 

[1,2] 


5. Rolle teoreminden yararlanarak 

x? +x? + x+ 1 =0 

denkleminin bir tek reel koke sahip oldugunu gos- 
teriniz. 

6. x 7 + x 5 + x 3 + x + 1 = 0 denkleminin bir tek reel 
koke sahip oldugunu gosteriniz. 

7. x 8 + x - 1 = 0 denkleminin sadece iki reel koke 

sahip oldugunu gosteriniz. 


(g) fW — sinx , 0,~ 


1 3, x = 0 ise 

-x 2 + 3x + c, 0<x<1 ise 
mx + n, 1 < x < 2 ise 

fonksiyonunun [0,2] araliginda Ortalama Deger 
Teoreminin hipotezlerini gergeklemesi icin c, m, n 
ne olmalidir? c, m, n nin bu degerleri igin teoremde 
adi gegen x 0 noktasim bulunuz. 
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11, fix) - x m fonksiyonunun [-1, 27] araligmda Orta- 
lama Deger Teoreminin ko§ullarim saglamadigini 
fakat[-l,27] araligmda 

J{Xo) " 27 - ( - 1) 

olacak §ekilde bir x 0 noktasinm varoldugunu gos- 
teriniz. 

12 [a,b] araligmda /' bir sabit fonksiyon olsun. / nin 
[a,b] iizerinde f(x) - mx + n bigiminde bir fonksi- 
yon olacagini gosteriniz. 

13 ,. f(x) = Ax 2 + Bx + C fonksiyonunun [a,b] araligm- 
da ortalama degerini x 0 = noktasinda aldigi- 

ni gosteriniz. 

11/(0) = 3 ve Vxe R igin fix) = 0 olsun. Her xeR 
x) = 3 olacagmi gosteriniz. 

13, Rolle Teoreminden yararlanarak cotx = x denkle- 
minin |o,^~j bir koke sahip olduunu gosteriniz. 

[YG : |o, yj araligmda fix) - xcosx fonksiyonuna 
Rolle Teoremini uygulayiniz.) 

15 , Asagidaki egitliklerin dogrulugunu gosteriniz. 


(a) 

Vx>i 

0 i?in x + -- > 2 

X 

(b) 

0 < x 

<f 

igin tanx>x 

(c) 

x > — 1 

: ve 

0 < a < 1 icin (1 + 

(?) 

x > 0 

i£in 

— ---- < arctanx <x 




I + x~ 

(d) 

x> 0 

i?in 

------ < In ( l + x)< x 



1 + X 


17 , A§agidaki egitliklerle tanimlanan egrilerin konveks 
ve konkav oldugu araliklan belirtiniz. Varsa donum 
noktalarim bulunuz. 

(a) y = 2x 2 + 1 (b) y = x 3 - 3x 2 + 4 

(c) y = x 3 -x (d) y = ^Lid-2x + l 

4 

(e) y = - 2x 2 + 4 (f) y = x 5 - 5X 4 - 240 

(g) y=* + - (h) y = -*-r ■ 

x 1 + x 

(i) y-e~ x ' (i) y-xfix- 1 

(j) y = sin2x 

IS, Asagidaki fonksiyonlarm kar§ilarmda yazili aralik- 
larda Genelle§tirilmi§ Ortalama Deger Teoreminin 
hipotezlerini sagladigmi gosterip teoremde adi ge- 
gen x 0 noktalarim bulunuz. 

(a) fix) = x\ g(x) = x 2 + 2x, [-1,1] 

(b) ^) = ~ g(x) = -\, [1,2] 

x x 

15 y = x 3 -t- bx 1 + cx + d egrisinin x = 1 de bir doniim 
noktasma sahip olmasi igin b ne olmalidir? Burada 
b, c, d birer sabit sayidir. 

20, y = ax 2 + bx + c (a# 0) egrisinin bir doniim nok- 
tasina sahip omadigim gosteriniz. 

21, y = ax 3 + bx 2 + cx + d (a # 0) egrisinin daima bir 
tek doniim noktasma sahip oldugunu gosteriniz. 

5 , 2 , n e N + olmak tizere, y = x n egrisinin en fazla bir 
doniim noktasma sahip olabilecegini gosteriniz. 

23 ,/ ?ift ve/ nin grafigi (0,<») iizerinde konveks ise 
(- 00 ,0) iizerinde de konveks midir? 


y = Ixl egrisini 5 iziniz. Bu egri konveks midir? 
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Eger lim = -jj- §eklinde ise, yani belirsizlik devam ediyorsa L’ Hospital 

Kurali bir kez daha uygulanir. --- belirsizlik halinden kurtuluncaya kadar kural 
tekrarlanabilir. 

ORNEK : lim limitini hesaplayiniz. 

2x 2 -3x4 1 

o ' 0 

£oziim : lim In x - lim 2x - 3x + 1 - 0 oldugundan -- belirsizligi vardir. 


lim 

X- 1 


Inx 

lx 2 -• 3x + I 


= lim 


4x- 3 




olur. 

ORNEK : lirn — — y nx limitini hesaplayiniz. 


^oziim : lirn x - sinx = lirn x = 0 oldugundan-^- belirsizligi vardir. 


lim J 

x-0 


. = lim Lim*. = lim i|i = lim sssi. = i 

*-o 3x 2 x ~*° 6x x— o 6 6 


bulunur. 

Teoremin ispatindan da anla§ilacagi gibi, L’ Hospital kurali sag ve sol tarafli lim- 
itler igin de gegerlidir. 


ORNEK : lim limitini hesaplayiniz. 

x-o* In(tanx) 1 J 


£oziim : 

cosx 

lim MS24 = lim J i nx . = lim SIM. _ltL_ 

x-o" In(tanx) x-o* 1 + tan 2 x *-o* sin * 1 + tanx 

tanx 

= lim Mi. lim - c -55V-= lim M.l 
x — o* sinx x — o* l+tan 2 x *~o* smjt: 

= lim i±l5ali = -'4^-=i 

x-0* COSX 1 


olur. 


L’ Hospital kurali ge§itli jekillerde geni§letilebilir. x smirsiz olarak buyiituldu- 

fix) 0 

giinde, yani 4 go a yaklajtinldiginda y oranmin ^ belirsizlik §eklini aldigim 
kabul edelim. t * 0 olmak iizere x - j yazilirsa x -4 400 igin t -4 0 + olacaktir. 
Bu durumda herhangi bir F fonksiyonu igin limF(x) = I ise lim F\j) = L 

X — oo f — 0 

olacaktir. Buna gore §u sonucu ifade edebiliriz : 


SONU£ 4.4 : /ve g fonksiyonlari bir M reel say ismdan biiyiik her x nok- 
tasinda tiirevlenebilir olsunlar. Aynca 


lim fix) — lim g(x) = 0 

* — + 00 X — + 00 


ve her x> M igin g'(x) & 0 olsun. Bu takdirde 

lim = lim iM 
X-OO g(x) x-°° g(x) 

dir. 


: / 4 ve g — = G(t) olsun. t — » 0 + igin 


F(t) . 


. 0 


GO) 


ifadesi for- 


mundadir. Buna gore 
lim 

x -00 g( X ) 


lim 44 = lim #4 lim 

- 0 * G(t ) t - 0 * G (t) 


/'(III- 


= lim - 
«-o* 


-44= lim 

1 \ r- 0* 


r[\ 


= lim 44 

g( X ) 


olur. 


x — > -00 igin — belirsizligi elde edildiginde aym yontemin uygulanabilecegi 
agiktir. 


cos- 


ORNEK: lim - 

X ao 


limitini hesaplayiniz. 


1+x 2 

1 


£oziim : lim 


sin- 


1 / 1 


= lim 


1 +X 2 


1 4X -2x z 
(14X 2 ) 2 

1 


= lim cos — . lim —4; -z- 

x x ~ co ~x 2 (l-x 2 ) 

= lim cos-, lim — + ; — -M = 1.1 = 1 


bulunur. 
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— - Belirsizlik Hali 


Bu belirsizlik halinde de L’ Hospital kurali ge^erlidir. Zira^ — = — ; 1 /bici- 

f v v it ' 

minde yazilabilir. Bu durumda — belirsizligi ■— belirsizlige ddnugufT^ 

ORNEK : lim limitini hesaplaymiz. 

j-o* ln(tan*) r 

^bziiim : Belirsizlik — bifimindedir. Buna gore 


lim | n -^4 = lim — Sin^__ = lim cosx. 


tan* 


A.--0’ ln(tan*) .y-o + 1 + tan 2 * y-o + sin* (1 + t.an 2 *) 
tan* 


= lim 


1 


y-° + 1 + tan 2 * 


= 1 


olur. 


: lim Icot* ] limitini hesaplaymiz. 


Coziim : 


lim cot* 

.Y-0 


= lim 


cos* 1 


- ij m x-cos*- sin* 
•v-o *,sin* 


cos*-* sin*- cos* 
lim : = - urn 

,Y-0 


sm* + *cos* 


-v-o sm* + *cos* 


= - lim 


sin* + *cos* 


. 4=o 

-o cos* + cos*-*sin* 2 


bulunur. 


* sonlu bir degere veya ±°° degerlerine yaklastiginda y - [«(*)] ' bi9imin- 
deki fonksiyonlar bu belirsizlik hallerinden birini verebilir. Bu durumda her iki 
tarafin losaritmasi alinarak 


0. x Belirsizlik Hali 



e§itligi yardimiyla 0. «j belirsizligi -9- veya — haline getirilebilir. 

0 oo 


ORNEK : lim (1 - cos*) cot* limitini hesaplaymiz. 


Coziim : cot* = cos* : sin* yazilarak 


lim ( 1 - cos*) cot* = lim (1 - cos*) 

- 1 - 0 x-o sin* 


= lim - — cosx . lim. cos* = lim - — . 1 


x-o sin* 'y-0 


y-o sin* 


y- o cos* 


bulunur. 


Belirsizlik Hali 


1 1 


Bu belirsizlik hali, u - v - v ^ u egitligi yardimiyla — belirsizlik haline 


d6nii§turulebilir. 


lny = v(*) In«(*) 

e§itli|i elde edilir. Sagdaki ifadenin limiti, 0. <» belirsizligine sahip olur. Bu limit 
bilinen yolla hesaplanir. 

lim Iny = X ise lim y = e x 

x -* a x - a 

olur. 

•• / sin .y 

ORNEK : lim \l - e ) limitini hesaplaymiz. 

,Y - 0~ 


^oziim : 0° belirsizligi vardir. Logaritmasimn limitini hesaplayalim. 


lim 

.Y - O' 

sin* In ( 1 - e x ) 

(0.«) 



-e x 

lim 

.Y-0' 

ln (1 - e x ) _ i im 

l-e x 

1 x - 0" 

-cos* 


sin* 

sin 2 * 

lim 

** .lim sin2jc 

, 2sin*cos* 

._ j_ j im _____ 


mil . inn — i. iiiii 

y-ct cos* .y- 0" i .. e x .y-o* _g- r 


oldugundan 


/ ,\Sinx „ 

lim (l - e ' ) = e° = 1 

,y-<t 


olur. 
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ORNEK: lim (cot*) 1 "* limitini hesaplayimz. 

jc-0 + 

Coziim : Bu limit °° 0 formundadir. y = (cotx) 1/Ilu denirse 

lny = -r^— . Incot x =*■ lim lny- lim — — .Incotx 
lnx ■ y *-olnx 

-1 

sin 2 x 1 si* 1 * 

= lim lim co } x = -li m -- Sm^L-^H 

■* — 0 lnx x — Q 

X X 

= - lim — — - — -- 1.1 = — 1 
*-osinx cosx 

olur. O halde 

lim (cotx) 1/llu ‘ = g _1 

x-+0 

dir. 


ORNEK : lim (1 + 3x) x limitini hesaplayimz. 

£dziim : y = ( 1 + 3x) * denirse lny-- - --- - olur. 

... x 

lim lny = lim ±'\\ m __ 1 — = 3 

Jf-0 x-0 x -c-0 1 + 3x 

oldugundan 


lim ( 1 + 3*) * = e 3 

x- 0 


olur. 


4.9 DIFEEENSfYELLEE 


/: A c R — > R fonksiyonu x e A da tiirevlenebilir olsun. lim e = 0 olmak iizere 

AX— 0 

Ay 

Lx Lx 

yazilabilir. Su halde 

Ay —f\x)Lx + E.LX 

yazilabilir. Buradaki f'(x) Ax terimine/ fonksiyonunun sabit x noktasina ve 
degi§kenin Ax artimma gore diferensiyeli denir. Bu diferensiyel dy veya df(x) 
§eklinde gosterilir. 

/: A -» R fonksiyonu y =f(x) = x §eklinde ahrsak dy - 1 .Ax olur. Diger 
taraftan dy - dx olacagindan Ax = dx dir. O halde ifadede Ax yeter derece kii^iik 
ise 


Ay = f(x)dx 

olur. Yani dy = Ay dir. O halde y=f(x) in diferensiyeli 
dy = f(x)dx 

olur. 

Diferensiyel tiirev ile dx in carpimi oldugundan tiirev alma kaideleri burada 
aynen uygulamr. Omegin 

y = x m => dy = mx m ~ ] dx 

y = cosx =>dy = - sinx dx 

y =f(g(x)) => dy = f'igix )) g\x)dx 

olur. 

/ fonksiyonunun ikinci diferensiyeli de §oyle hesaplanir : 
d 2 y = d(dy) = d (f'(x)dx) - (f”(x)dx 2 + 0.f'(x)dx 
= f"(x)dx 2 

Benzer olarak k. diferensiyel 
d k y =/ k) (x) dx k 

olur. 

§imdi diferensiyel yardimiyla bazi sayilarin yakla§ik degerlerinin nasil bulun- 
abilecegini gorelim. Ax 50 k kti§uk ise 

Ay =/(x + Ax) -f(x) = Ax. fix) 
oldugunu biliyoruz. Buradan 

f{x + Ax) -fix) + Ax . fix) 
yazilabilir. 

ORNEK : V5~ sayismm yakla§ik degerini bulunuz. 
ifoziim : fix) = Jx §eklinde tammlanan/ fonksiyonu i?in 

v x + lx ~ fix + Lx. — 

2 fix 

yazilabilir. x = 4. Ax = 1 alimrsa 

= V4 + T = 2+ L y2 =2 + ^ = -| = 2,25 

bulunur. Daha yakla§ik bir deger bulmak istenirse Ax daha kii^iik se^ilmelidir. 
Ornegin x = 4,484 ve Ax = 0,16 secilirse 

V5 s 2, 2 + 0, 16. ^ = 2, 2 + 0, 0363636 = 2, 2363636 

bulunur. 
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Asagidaki limitleri hesaplayimz 
x 7 + 5x 3 -6 


(a) lim , 

x 2 -l 


(c) lim 


arctanx 
■v-‘b sinx 

Inx 


(d) lim • 

x 2 + 2x - 3 


(f) lim 


x -0 1 - cosx 
(h) lim M -<***) 

-v-o x-smx 


(b) lim 

.v —*■ C 

(c) lim 


(e) lim 

x- o 


1 - cos 2x 
v -*o sin 3x 

x- tanx 
-v-‘o x - sin x 

1 - cos 2x 


(«> 

■v-0 X 


(l) lim 


2x - 71 


v _ , 5 _ cosx 


A§agidaki limitleri hesaplayimz. 
In ( sin rnx) 


(a) lim 
(c) 


-o ln(sin«x) 

l im M*±e± 

v — <x> X 

1 lx 


(e) lim 

-V — O'* J/.V- 


(g) lim 


(i) lim 


Inx 

Inx 


v-oo In (Inx) 


(b) lim 


e x + Inx 


X — 00 „x 


(d) lim *L±J*Z± 

• v -« 2x 2 + 5x + 2 
tanx 


(f) lim 


n sec x + 1 


Ch) lim 

■v-oo Inx 


— - arctanx 

(i) lim .2 

-T-QC 1 


® 1Y 


Asagidaki limitleri hesaplayimz. 
(a) lim e x 


(k) lim 


x-a X-a 


1 - cos 4x 


(m) lim 

x-o* smx 


(o) lim 


- 3 X - 1 


(p) Urn 


(s) lim 

x-0 


(t) lim 

X — 1 


*-] X — 1 

tanhx - sinhx 


(ii) lim 


a x -b x 


1 -x 

1 - sinyx 
\f2 cosx - 1 


.v - Y 1 - tan 2 x 

4 


(I) lim 

X — 


(n) lim 

•v- 0 


e* -l 
x 

S x - ¥ 


Inx - x + 1 
*~ l x 3 - 3x +■ 2 

g x — 1 
■v"-b i 

( S ) lim ln < cosay ) 

7 -v-o ln(cos/?x) 


(o) lim 

.V — 1 

(r) lim 


(y) lim 


3tan4x- 12 tanx 


(z) lim 

X — ex 


* — o 3sin4x- 12sinx 
re- 2 arctanx 


In ( 1 + — ) 
x 


lim 

3 V7-V7 

(a) 

X- 1 

Xhc - \fx 

(b) 

lim 

■x-4 

2 - V7 


3 - V2x + 1 

(c) 



(?) 



(d) 


(b) lim xsin — 

•v - 00 X 

(c) lim Inx In (x- 1) 

-V- 1 

(c) lim (re 2 -4x 2 ) tanx 

(d) lim x 1 / 4 sin -^=- 

Vx 

(e) lim — h=- (5 arctan - 4 arctan 

xVx \ 5 4 


Agagidaki limitleri hesaplayimz. 

o* \ x ) 

a(— — 

°U e A '-l 


In — 


sin x x 


(e) 

lim 

x - n 

<_x l\ 

i x- 1 Inx / 

(f) 

lim j 


x-0 

\x sinx/ 

(g) 

lim (V7TT - V7) 

X — 00 

(h) 

lim 

(\/x 2 + x - Vx 2 


5= A§agidaki limitleri hesaplayimz. 



A 



(a) 

lim ( 1 + ax) ■* 

(b) 

lim (1 - 2 Ar ) sin -’ 


x-0 


x— 0“ 

(c) 

lim x sinr 

(d) 

lim ( lnx) v 


x — 0 + 


X — 0 

(e) 

lim x x 

(f) 

lim (sinx) secv 


x — 0 + 


x-0’ 

(g) 

1 

lim ( In ) Y 

(h) 

lim (x + sinx)' v 


T — CO 


x-0* 

( 1 ) 

1 

lim (7- - arctanx) lnx 

(i) 

lim (smx) tani 




X ~T 




j 1 \ x 

(j) 

lim (tanx) tan2jr 

(k) 

lim [e x +- 




X - 30 \ XI 


Asagidaki limitleri hesaplayimz. 

(a) lim IL V . -v) * - g 
-v-o x 


(b) lim 


( sinx\" 

i - COS-t 

l X 



(c) lim 


a k > 0 olmak iizere 


lim 

.X — 0 


a; + a, + + a„ 




oldugunu gosteriniz. 


8 . a, b > 0 igin 

lim ( a x + b x - 1 ) v = a.b 

.v-0 

oldugunu gosteriniz. 

f ln(l +x) - ln(l -x) x jtQ 

% /M=j 

\ a, x-0 

biciminde tammlanan/ : (—1,1) — > /? fonksiyonunun 
siirekli olmasi icin a ne olmahdir? 


i£ Asagidaki limitlerin hesaplanmasmda L’ Hospital 
Kurahmn yararli olmadigim gosteriniz. Bu limitleri 
ba§ka yollardan hesaplayimz. 


(a) 


in 


V9x + 1 
Vx+ 1 


(b) 


lim 

y tanx 


"■("I 

x ^ 0 
x = 0 

ise 

ise 


0 ^ 

'>? 

11 

i-T"' 

+ 

x^O 

ise 

olsun. 

l 0 . 

x= 0 

ise 


lim 414=1 

-v-0 g (x) 

fakat 

lim 

x-0 

- 2 oldugunu gos- 
g(x) 


teriniz. Bu sonuc L’ Hospital Kurali ile celisir mi? 


fa) = 


(tanx) 2 



x 0 ise 


m, x-0 ise 


fonksiyonunun JO, arahginda Ortalama Deger 

Teoreminin hipotezlerini saglamasi i§in m ne 
olmalidir? 


Li; A§agidaki sayilarm yakla§ik degerlerini bulunuz. 
(a) VT b) 3 V28 c) 4 vT7 
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lim fix) = co durumu 



lim fix) = + oo dummu 



lim j{ x) = + oo 


A c: R ve /: A -> R bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun grafigi sonsuz gokluk- 
ta nokta igerebileceginden, bu noktalari koordinat sisteminde ifaretlemek 
miimkiin olmayabilir. Bu nedenle fonksiyonun ozelliklerinin (artan, konveks, vb) 
bilinmesi gizimi kolayla§tirir. 

Egri gizimlerine gegmeden once, egri gizimlerine yardimci olan ve asimtot 
denilen dogru ve egrileri tanitmaya gah§alim. 

y ~fM denklemiyle verilen / fonksiyonunun tamm veya goriintu kumelerinden 
en az biri simrsiz bir kiime olsun. 

1) Eger 

lim fix) = + oo , lim fix) = - oo 

* — fl + x — a* 

lim fix) = + oo , lim fix ) = - oo 
x-+ a x-*a~ 

e§itsizliklei inden en az biri saglanirsa x = a dogrusu y = f(x) egrisinin bir ' •".t; 
rsHr.toL.rdur denir. Bu durumlari aciklayan grafikler yanda $izilmi§tir. Eger 

lim fix) = lim fix) = + OO 
x — a* x ~ a 

ise egri x = a dogrusuna yukan ucunda iki tarafli teget olacakmi§ gibi davramr. 
lim fix) = lim fix) = - OO 

x -* a + x-a~ 

ise, egri yine x = a dogrusuna alt ucunda iki tarafli teget olacakmig gibi davrantr. 
Dti§ey asimtotlar, kar§imiza daha gok y = bigimindeki rasyonel fonksiyon- 

V £ V ^/ 

larda gikar. Bu tip fonksiyonlarm dii§ey asimtotlarmi bulmak igin Q{x) = 0 denk- 
temi goziiliir. Bu denklemin x, , x 2 , . . . , x n kokleri P(x) = 0 denkleminin kokleri 
degilse 

x = x ! , x = x 2 , . . . , x = x„ 

denklemli dogrular y = egrisinin hirer diisey ssimtctudur. Eger bu kok- 

lerden bazilari P(x) = 0 denkleminin de bir kokii ise o zaman bu noktadaki limite 
bakmak gerekir. 

OR NEK : y = — li. egrisinin dii§ey asimtotlarmi bulunuz. 

x - 4x 


x 3 -4x = 0=* x(x 2 -4) = 0=> x(x - 2) (x + 2) = 0 => 

*1 = -2, x 2 = 0, x 3 -2 

olur. Bu koklerin x- + 5x - 14 = 0 denkleminin kokii olup olmadigim ara§tiralim. 
x = -2 icin 4 - 10 - 14 = 0 => -20 = 0 bulunur ki bu x = -2 nin kok olmadigim 
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gosterir. x - 0 igin -14 = 0 bulunur ki bu x = 0 in da kok olmadigim gosterir. 
§u halde x--2 ve x = 0 denklemli dogrular hirer du§ey asimtotturlar. x = 2 
igin 4 + 10 - 14 = 0 =s> 0 = 0 bulunur. Bu durumda x = 2 hem payin hem de 
paydamn kokii olur. x = 2 noktasindaki limite bakmak gerekir. 

,. x 2 + 5x - 14 2x + 5 9 

*- 2 x 3 - 4x x ~ 2 3x 2 -4 8 


1 


y = liur 



lim J{x) = c 


oldugundan x = 2 dii§ey asimtot degildir. 

ORNEK : y = 2 x egrisinin dii§ey asimtotunu bulunuz. 

(toziim : x - 0 dti§ey asimtot olabilir. 

i_ j_ 

lim 2 v = 2"°° = 0 . lim 2 v = 2“ = 00 
x~q- jt-0* 

oldugundan x = 0 bir diisey asimtottur. 

ORNEK : y = lnx egrisinin dii§ey asimtotunu bulunuz. 

Ooziiim : 

lim lnx = -00 

x-0* 

oldugundan x = 0 dii§ey asimtottur. y = lnx in grafigi yanda verilmi§tir. 


lim fix) = b ise y = b dogrusu bir yatay asimtottur denir. Benzer §ekilde 

X — OO 

lim fix) = c ise y = c de bir yatay asimtottur. 


Bu durumlar yandaki sekillerde gosterilmi§tir. 

ORNEK : y = — - — egrisinin yatay asimtotlarmi bulunuz. 
x 2 - 4 

^oziim : 

3jc^+ 1 

lim f(x) = lim = 3 oldugundan y = 3 dogrusu yatay asimtot- 

X — ± 00 X — ± TO Y - _ 4 


tur. 



x 


egrisinin yatay asimtotunu bulunuz. 


(Qoziim : 

lim — = lim -^ = 0 

X AT - + 0 O 1 

oldugundan y = 0 dogrusu (Ox- ekseni) egrinin yatay asimtotudur. 
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grisinin yatay asimtotunu bulunuz. 




(Qbzum : 

v-2 ~ 

lim -= lim -=p- = +oo 

x~±co x+ 1 x-±a> 1 

oldugundan yatay asimtot yoktur. 
y=f(x) egrisiigin 

Jim L/W-pCx)| = 0 veya ^lim JyCx) - /?(jc)| = 0 

olacak §ekilde bir p(x) polinomu varsa y = p(x) egrisine y=f(x) egrisinin bir 
5gr: asitntofcdur denir. Eger p(x) polinomu ax + b bi^iminde ise bu asimtota 

egik f.sk't;:/'' adi verilir. 

x i + x 

ORNEK : y = — ^ ■ egrisinin egri asimtotunu bulunuz. 


x +x 2 „ 2 

——=:X +X+2 + ~-=— 

X- 1 • X- 1 


oldugundan p(x) - x 2 + x + 2 dir. y = x 2 + x + 2 egri asimtottur. £iinkti 
lim U±kl ~(x 2 + x+ 2)1 = lim MU = 0 


Bu ornekten de anlasilacagi gibi, bir rasyonel fonksiyonun egri veya egik asim- 
totunu bulmak icin, pay paydaya bdliiniir. Boliim kismi istenen p(x) polino- 
mudur. 

Egri asimtotlar icinde en gok Icullamlanlar 
g(x) = mx + n 

tipindeki egik asimtotlaridir. §imdi asimtotun bu tipte olmasi halinde m ve n kat- 
sayilannin nasil hesaplanabilecegini gorelim. Once g(x) = mx + n dogrusunun 
egriye * > 0 bolgesinde asimtot oldugunu kabul edelim. Bu durumda 

Jim, [fix) - g(x)] = Um [fix) - mx - n] = 0 => lim^ - m j x - n = 0 

olmahdir. Bu limitin mevcut olmasi icin 


olmasi gerekir. Aksi takdirde limit mevcut olmaz. <Jiinkii ikinci ^arpanin limiti 
+ 00 dur. §u halde 

m= lim M. 


olmahdir. m igin bulunan bu deger 
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Coziim : 


: y = V4x 2 + 8x + I egrisinin egik asimtotunu bulunuz. 


1 I \ y 

y = 4a x + ~~~ = V4 

: x+ * 

,y = 2|x+i| 

2 a 

8 


J?' _ x / 4 V r t g v+1 asimtottur. Bu asirntot ve egri yanda gosterilmi§tir. 

/'■ l Daha ° nce de belirttigiraiz gibi, bir egrinin cizilebilmesi igin o egrinin ce§itli 

.. /' / ozelliklerinin bilinmesi gerekir . §imdi bunlarin belli bagli olanlanni vermeye ga- 

~~~d x lisalim. Bir egriyi gizmek igin §u yolu takip etmek yararlidir. 

1) Tamm kiimesi bulunur. 

2) Asimtotlar bulunur. 

3) Egrinin koordinat eksenlerini kestigi noktalar bulunur. Bunun igin y -f(x) 
e§itliginde x = 0 yazilip y bulunur. y nin bu degeri egrinin Oy- eksenini kes- 
tigi noktanm ordinatidir. y — 0 konularak f(x) = 0 denklemi gbziilur. Bu 
denklemin kdlderi, egrinin Ox- eksenini kestigi noktalann apsisleridir. 

4) Tiirevi alinip i§areti incelenir. Boylece fonksiyonun artan ve azalan oldugu 
araliklar bulunur . Maksimum ve minimum noktalari tespit edilir. 

5) ikinci tiirev bulunur. i§areti incelenir. Boylece fonksiyonun konveks ve 
konkav oldugu araliklar tespit edilir. Fonksiyonlarm biiyiik cogunlugunda 
bu durum, cizim esnasinda kendiliginden olu§tugundan cogu zaman bu 
maddenin incelenmesine gerek kalmaz, Bu nedenle gizimlerin birgogunda 
bu maddeyi atlayacagiz. 

6) Degigim tablosu yapihr. Degi§im tablosu yukaridaki bilgilerin yeraldigi bir 
tablodur. Bu tabloya gore gizim yapihr. 

7) Tabloya gore gizim yapihr. 

§imdi birltag egrinin grafiklerini cizelim. 

ORNEK : y = x 4 - Sx 2 egrisini giziniz. 

oziim : 

1) T- R = (-co ) -f-co) 

2) Asirntot yok. 

3) x = 0 igin y = 0 dir. y = 0 igin 

x 4 - 8x 2 = 0 => x 2 (x 2 - 8) = 0 => x, =x 2 = 0, x 3 =-2V2 , x 4 = 2V2 

olur. 

4) y'= 4x 3 - I6x = 4x(x 2 - 4) 

y'= 0 =» x L = 0, x 2 = - 2, x 3 = 2 

bulunur. x, = 0 igin ^ = 0, x 2 = -2 igin y 2 = -16, x 3 = 2 igin y- 16 olur. 
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1) Tamm kiimesi R \ {-1} dir, zira x 2 + 2x + 1 = 0 denkleminin kokleri 
Xj = x 2 = -1 dir. 

2) x = -1 dii§ey asirntot, y = 1 yatay asimtottur. Zira 

i* 2 — 4 v 2 — 4 

lim — — -- = - oo , lim = 1 dir. 

Jf -*- 1 (jc + l) 2 - x ~ ±oa (x+ l) 2 

3) x = 0 igin y = -4, y = 0 igin 

x 2 - 4 = 0 (x + 2) (x - 2) = 0 => x t = -2, Xj = 2 dir. 

Buna gore egri Oy- eksenini (0,-4) , Ox- eksenini (-2,0) ve (2,0) noktalannda 
keser. 

4) y = 2x(x 2 + 2x+ 1) - (2x+ 2)(x 2 - 4) = (x+l)(2x + 8) 

(x+1) 4 (x+1) 4 

y'=0=*2x+8 = 0=>x=-4=>y = -~ 

bulunur. (x + 1 = 0 oldugunda payda da sifir olacagmdan x = -1 in kok olarak 
ahnmadigma dikkat ediniz.) 
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1 


egrilerini giziniz. 



UKlNIiK. : y=X + — ve y = X + — 

X lx 

£oziim : 

1) r=/?\{o> 

2) X = 0 du§ey asimtot, y = x egik asimtot 

3) x — 0 da fonksiyon tammsiz oldugundan, egri Oy- eksenini kesmez. 

^ ^ ~ ^ "" ^ = ^ ^ ^-1=0 => x } = -1 , x 2 =l o]ur. 

Buna gore y^-2, y 2 =^Jb. 

5) Degi§im tablosu 



1 1 

:) 

l- 


7 . 

+ 

0 - 


- 0 

+ 

' 7 






7 


6) Grafik yanda cizilmi§tir. 

Boliim 1 de anlatildigi gibi 

y = f(x)\ in grafigi cizilirken y =f(x) in grafigi gizilir, Ox- ekseninin iistundeki 
pargalan aynen birakilir. Eksenin altinda kalan pargalarm eksene gore simetrigi 

alinir. Buna gore y - |x + in grafigi yandaki §ekilde verilen grafik gibidir. 

X+ 1 

OMNEK : y-e x egrisini giziniz. 

Coziim : 

1) r = /?\{o> 

+ 1 ,r+ 1 

2) X = + °° ’ " = «~ °° = 0 oldugundan x = 0 bir dii § ey asim- 

tottur. 

■T+ 1 

-v e =e °ldugundan y — e yatay asimtottur. 

■V+ i 

3) x = 0 da tammsiz . e x >0 oldugundan y = 0 olamaz. §u halde egri ne 
Ox- eksenini ne de Oy- eksenini keser. 

^ y ~ e X ( _ ~Jj) < ° oIdu S und an, fonksiyon tammli oldugu arahklarin her- 
birinde azalandir. 
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2' 5) Degi§im tablosu 



O 


6) Grafik yanda gizilmistir. 

QRNEK : y = \/x 2 - 2x-3 egrisini giziniz. 

Coziim : 

1) x 2 - 2x - 3 2: 0 => x <; -1 veya x>3 olmali 
Tamm kiimesi T = (-«>, -1] U [3 ,+°°) olur. 

2) y = Va x + =» y = |x - 11 egik asimtot 

I 2a I 

lim \/x 2 - 2x - 3 = + oo dur. 

3) x = 0 igin fonksiyon tammli degil. y = 0 igin 
x 2 - 2x - 3 = 0 =» x, = -1 , x 2 = 3 olur. 

4) y'= — , — ■■■ ■ — = ■■■ X ^ y'= 0 => x = 1 olur. 

2Vx 2 -2x-3 Vx 2 -2x-3 

x = 1 de fonksiyon tammli olmadigmdan tiirev de yoktur. x < 1 igin tiirev 
negatif, x > 1 igin ttirev pozitif olacagindan, (-<», -1] araliginda y'<0 , [3,+<») 
araliginda y'> 0 dir. 

5) Degi§im tablosu 


-1 1 3 



y = Vjc 2 - 2x- 3 
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ORNEK : y = In * + j egrisini giziniz. 


()oziim : 


| 

1) j->0 => ^ < — 1 veya x> 1 olmali 7’ = J?\[-1,1] 


2 ) A . lim J n xTT = ln 1 = 0 oldugundan y = 0 yatay asimtot 


X ~ 1 "1 

li m I n ...... = + 00 , lim ln —— y = - oo oldugundan 

x — r x + i , v _ p x -t - 1 



x = -1 ve x = 1 hirer dii§ey asiratottur. 

3) x = 0 da fonksiyon tanimli degil, y = 0 => — 1 = 1 =»x-l=x+l 

x + 1 

olur. Coziim kiimesi bo§tur. O halde fonksiyon her iki ekseni de kesmez. 


4) /=- I — >0 

artandir. 


oldugundan fonksiyon tanimli oldugu arahklarda 


5) Degi§im tablosu 



6) Grafik yanda verilmi§tir. 



y 

9 


K \ " 

1 

(f(t),g(D) 


(/(<*). *(o» 


o 

X 


xoy- diizleminde hareket eden bir pargacigi gbzbniine alalim. Bu pargacigin giz- 
mi§ oldugu egrinin (yorUngenin) denklemini xvey cinsinden ifade etmek gok de- 
fa milmkiin olmayabilir. Hareketlinin bulundugu noktamn koordinatlari t zama- 
ninin fonksiyonu olacagindan,/ve g birer siirekli fonksiyon olmak iizere, 

x=m, y = g(t) 

bigiminde ifade edilebilir. Buna gore, t bir araligi taramak iizere 
x -M. y = g(t) 

denklemleri bir egri tanimlar. Bu denklemlere egrinin parametrik denklemleri adi 
verilir. Eger t nin taradigi aralik [a,b], yani a<t< b is e (/(a), g(a)) noktasina 
egrinin ba§Iangig noktasi, (f(b),g(b)) noktasma egrinin bitim noktasi denir. 
Boylece egri uzerinde bir yon de tammlanmig olur. 
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Birgok uygulamada t zamam gosterir. Fakat bunun di§inda ba§ka §eyler de gos- 
terilebilir. Ornegin bir aginin blgusiinii, bir noktadan uzakligim da gosterebilir. 

§imdi bazi egrilerin parametrik denklemlerini elde edelim. 

ORNEK : Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi x 2 + y 2 = 1 olan cem- 
berin bir parametrik denklemini yazimz. 

(Qoziim : P(x,y ) noktasmi 0(0,0) noktasina birle§tiren dogru pargasimn Ox- 
elcseni ile yaprm§ oldugu aginm olgiisii t olsun. P nin koordinatlan 

x = cos t, y - sint 

olacaktir. 

P(x,y) noktasinin gemberi gizmesi igin A(1,0) noktasindan hareket edip yine ay- 
m noktaya geldigini du§iinelim. Bu durumda t parametresi 0 dan 2 jc ye kadar de- 
gisir. §u halde gemberin parametrik gosterimi 


(x = cosf 
\y = sinf 


0 < 2?t 


olacaktir. 



ORNEK : Kartezyen koordinat sistemindeki denklemi ~ = 1 olan elipsin 

a b 

bir parametrik gosterimini yazimz. 

£6ziim : 0(0,0) merkezli ve a yangaph asal gemberi ve b yangaph yedek gem- 
beri gizelim. Elips uzerindeki P(x,y) noktasindan Ox- eksenine gizilen 
dikdogrunun uzantisi asal gemberi Q dakessin. OQ ile Ox-ekseninin olu§turdugu 
agimn blcusiine t denirse 

x~ a cos t, y-b sint 

olur. P tiim elipsi dolandiginda t, 0 dan 2it ye kadar degi§ir. O halde sozkonusu 
elipsin parametrik denklemi 


j X — Q COS t 

(y-^sint 


0 < t < 2n 


olur. 


ORNEK : Bir yatay dogru uzerinde kaynaksizin yuvarlanan a yangaph bir gem- 
ber uzerinde alman bir P noktasinin geometrik yerinin (yorungesinin) denklemi- 
ni yazimz. 

(Ibziim : gemberin yuvarlandigi dogru Ox- ekseni olsun. 
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P(x,y) noktasimn x ve y koordinatlanni hesaplayahm. 



P(x,y) noktasimn hareketin ba§langi 9 aninda orijinde bulundugunu kabul edelim. 
P noktasiyla gemberin M merkezini birlegtiren MP dogru pargasi ve M noktasini 
9 emberin Q degme noktasma birle§tiren MQ dogru pargasmm olu§turdugu PMQ 
a^isimn olciisii / olsun. 

\PQ\ = at , \OQ\ = \PQ\ = at oldugundan 

x = \OK\ ~ \OQ\ - \KQ\ = \OQ\ - \PN\ = at -a sin? 


= a{t - sin/) 
bulunur. Benzer §ekilde 

y = \PK\ = \NQ\ = \MO\ - I MN\ = a- a cos t 


x n \OK\ = \OH\ + \HK\ = \OH\ + \LP\ 
= 3 r cos/ + r sin (LCP) 

= 3r cos/ + r sin ^ - 3/ J 

= 3 r cost + r cos 3/ 

= r (3 cost + 4 cos 3 / - 3cos/) 

= 4 /• cos 3 r = a cos 3 / 


= a(l - cos/) 


olur. Buna gore sikloid denilen bu egrinin parametrik denklemi 

I x- a{t - sin /) 

\y = a( 1 - cost ) 


olur. 



QRNEK : r yancaph C merkezli bir cember 0(0,0) merkezli, a = 4r yari 9 aph 
bir 9 ember i 9 inde kaymaksizm yuvarlanmaktadir. Yuvarlanan bu 9 ember iizerin- 
de i§aretlenen bir P(x,y) noktasimn 9 izmi§ oldugu egrinin denklemini yaziniz. 

£oziim : P noktasimn ba§langi 9 aninda A noktasinda bulundugunu kabul ede- 
lim. Iki 9 emberin merltezlerini birle§tiren dogrunun Ojc- ekseniyle olu§turdugu 
a 9 inm 0I9USU /, MCP a 9 isinm 0I9USU a olsun. 

\mPU\ma\ 

olacagmdan 

Art = ar => a = At 
bulunur. Diger taraftan 


m(LCP) + a = y + / 


olacagmdan 

m(LCP) = -^ + /- a = ~ + /-4/ = -^--3/ 


dir. 


bulunur. 

y = \PK\ = \LH\ = \CH\ - ICLI 
= 3rsin/ - r cos {LCP) 

= 3rsin/ - r cos ( - 3/ j = 3rsin/ - rsin3/ 

= r (3sin/ - 3sin/ + 4sin 3 /) = 4rsin 3 / = a sin 3 / 
olur. Su halde Astroid (yildiz egrisi) denilen bu egrinin parametrik. denklemi 


x = a cos' / 
y = asin 3 / 


, 0 < / < 2tt 


olacaktir. Bu denklemlerden 


^ 3 = cosf= ,(£) 3 = cos 2 r? 


— ] 3 = sin / => ( - ) - sin / 


yazilabileceginden 


, x 3/2 / y >, 3/2 

la j + la/ " 1 


olur. Su halde Astroidin kartezyen koordinat sistemindeki denklemi 

x 2J3 +y 2/3 = a 2l3 

olacaktir. 
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y - x - x 2 egrisine x = 0 absisli noktasindan cizilen 
tegetin Ox- ekseniyle yapmi§ oldugu acimn 
blgiisiinti bulunuz. 

A ,nyi _ fl m+n e g r i s i n e (x 0 ,y 0 ) noktasindan cizilen 
tegetin denkleminin 

my 0 (x - x 0 ) + nx 0 (y- >'o) = 0 
olacagim gosteriniz. 

4 x 2 + y 2 - 72 egrisinin (4,4) noktasinda kesisen 
tegetlerinin denklemini yaziniz. 

Bir / fonksiyonu igin 

/'(*) = (*- l) 2 (x - 2)(x- 4) 

dir. / fonksiyonunun yerel ekstremum ve doniim 
noktalarmi bulunuz. 

, / gift ve / nin grafigi (0,+°°) iizerinde konveks ise 
(-oo,0) iizerinde de konveks midir? 

. Belli bir ilacin etkisinde tutulan bir bakteri toplu- 
lugunun geli§irn fonksiyonu, t saat olarak zamam, y 
de sayiyi gostermek iizere 

y = - (lOx) 2 + 10 3 x + 2.10 4 

ile verilmektedir. 

a) Bajlangigta toplulugun kac iiyesi vardi? 

b) Kaginci saatten sonra toplulukta azalma 
ba§lar? 

c) Kag saat sonra topluluktaki tiim bakteriler 
oliir? 


R yangapli bir kiireyi iginde bulunduran bir dairesel 
dik koninin hacnai en az kag br 3 olur? 



Merkez agisimn olgiisii ct, yarigapi R olan bir daire j 
diliminden, taban yarigapi r, yiiksekligi h olan bir [ 
koni yapiliyor. Bu koninin maksimum hacimli j 
olmasi igin a ne olmalidir? ; 



§ekildeki hamur teknesinin boyutlan uzerine yazil- j 
mistir. Bu teknenin hacminin maksimum olmasi 
igin 0 kag derece olmalidir? 


§ekildeki pencere bir dikdortgen y 
ile bir yarimgemberden olu§mu§- U 
tur. Pencerenin gevresi 40(jt + 4) 
cm olduguna gore, pencerenin en 
fazla i§ik gegirmesi igin boyutlan 
ne olmalidir? 


A§agidan yukariya dogru atilan bir cismin yiiksek- j 
ligi S metre ve t saniye olmak iizere 

S= 112 + 96r- 16/ 2 | 

ile veriliyor. | 

a) t = 0 anindaki ivmesini bulunuz. 

b) Cikabilecegi maksimum yiiksekligi hesaplayi- ! 
niz. 

c) 5 = 0 igin ivmesini bulunuz. 


Hacmi V olan bir koninin yanal yiizey alam en az 
kag birimdir? [Taban yarigapi r, yii ksekligi h olan 
koninin yanal yiizey alam S-nr Jr 2 + h dir.] 


lim x \ex-ex-i 


limitini hesaplayiniz. 




G. W. LEIBNIZ (1646 - 1716) 

1 Temmuz 1646 da Leibzig’de dogdu. 6 yasinda ahlak 
ilmi ogretmeni olan babasim kaybetti. Leibzig’de bir 
okula devam etti. Babasmin kiituphanesindeki kitapia- 
n siirekli okuyordu. Ozelikle Tarih biigilerini hevesle 
ogreniyordu. 8 yasinda Latince ogrenmeye basladi. 12 
ya§ina geldiginde Latince siir yazacak kadar bu dili 
ilerletti. Daha sonra kendi gayretiyle Yunanca ogren- 
di. Bu devirde zihinsel faaliyetleri 50 k iyi isliyordu. 

15 yasina gelmeden, klasiklerin ve hiristiyan buytikle- 
rinin ortaya koydugu Iskolastik mantigi diizeltmek 
i?in “Characteristica Universalis” adli cali§masmi ya- 
yinladi. tngiliz matematikgisi Booie'nin de soyledigi 
gibi, sembolik mantik Leibniz’in Characteristica’sinin 
bir parcasidir. 

Leibniz 1 5 yajinda Leibzig Oniversitesine bir hukuk 
ogrencisi olarak girdi. Fakat tiim zamanim hukuka 
vermiyordu. Ilk iki yil birkac felsefe kitabi okudu. Za- 
manin filozoflan olan Kepler, Galile ve Descartes’in 
ke§fettigi yeni diinya hakkinda bilgiler edindi. Sonuc- 
ta matematik ogrenmeden bu ilimleri kavramanin im- 
kansiz oldugunu gordii. 1663 yilinm yazim Jena Oni- 
versitesinde gecirdi. Orada tanmmi§ bir mateinatikqi 
olan Erhard Weigel ’in derslerini izledi. 


Leibzig’de dSntince vine hukuka ba§Iadi. 1666 yihnda 8 
hukuk alamnda Doktora smavina hazirdi. Bu donem- | 
de Newton diferensiyel ve integral hesap ile ilgili dii- 
suncelere dalmigti. Cok gene olmasi ve tiim profesor- 
lerden daha iyi hukuk bilmesinin yarattigi kiskanclik 
nedeniyle ona doktor iinvam verilmedi. 

Leibzig Universitesinde egemen olan tutucu diisiince- 
den nefret eden Leibniz, dogdugu sehri birakip 
Niimberg’e gitti. 

Kasim 1666 yihnda Alfdorf Universitesi ona doktor 
iinvam verdi. Leibniz hukuk derslerinin diizeltilmesi 
icin bircok yazilar yazdi. 

! 666 dan itibaren olasihk kurami ile ilgilenmeye ba§- 
ladi. Bu siralar hukuk ogrencisiydi ama olasihk kura- 
mi hakkinda eserler veriyordu. 

Matematik Leibniz’in zekasimn fi§kirdigi bir sahadir. 
Bundan ba§ka hukuk, tarih, din, siyaset, mantik, meta- 
fizik ve felsefe konulannda cok sayida eser vermi§tir. 
Bundan dolayi kendisine “evrensel deha” denilmekte- 
dir. Onun matematige en btiyiik katkisi diferensiyel ve 
integral konusundaki sureklil igi , olasiliklar kuramin- 
daki sureksizligi analize sokmasidir. Zaten Newton’la 
anlasamadigi konu da olasihk kuramidir. Soyut olasi- 
liklar kurairunin onciisii Leibnizdir. 

Leibniz matematik ve mantik alamnda ^agmin iki 
yiizyi! ilerisindeydi. Diferensiyelin geometrik yoru- 8 
munu verdi. Bu matematige en biiyiik hizmetti. 1 

Sureklilik ve siireksizlik ya da analitik ve olasiliklar S 
gibi, matematik dtisuncenin iki kargit alamnda fikir | 
yuriitmii§ bir matematikgi daha olmami§tir. Leibniz’in 
olasiliklar kuramiyla ilgili cah|malari ya§anu siiresin- 
ce degerlendirilememigtir. Ancak 19. yiizyilda 
Booie’nin cali§malanyla bu eserler hakettigi degeri 
kazanmi§tir, 

Leibniz son 40 yilini matematikten uzak, Brunswick 
ailesine hizmette gecirdi. Eger tiim hayatim matema- 
tikle gegirseydi, bu gun gok farkli bir yerde olacakti. 


Ne hazin bir cagda ya§iyoruz. Bir onyargiyi ortadan kaldirmak, bir atomu 
pargalamaktan daha giig. 

Albert EINSTEIN 







Bir bakima tiirev alma i§leminin tersi olan integral alma i§lemi, hemen hemen 
tiim bilim dallannin 90 k ihtiyac duydugu matematik konulartmn basinda gelir. 
Biz bu boliimde temel fen ve iktisat derslerinde karsilasilmasi muhtemel olan, 
butiin integral tiirleri ifin goziim yollarmi detayh olarak ele alacagiz. 


TANIM : 

f(x) tanimli oldugunda 
F'(x)=f{x) 

bagintxsim saglayan bir F fonksiyonu varsa bu F fonksiyonuna / nin bir 

anfitiirevldir denir. 


ORNEK : fix) = 2x biciminde tammlanan/ fonksiyonunun bazi antitiirevlerini 
bulunuz. 


Cbziim : 

F( x) = x 2 +l, G(x) = x 2 - 3 , 


H(x) = x 2 -/5 



olacagindan 

fix) = x 2 + 3 , G(x) = x 2 -3, H( x) = x 2 -S 

bigiminde tammlanan F,G ve H fonksiyonlan / nin birer antitiirevidir. Bunlar 
gibi daha sonsuz goklukta antitiirev bulunabilir. Bu antitiirevlerin ortak ozellik- 
leri, aym apsisli noktalardaki tegetlerinin paralel olmalartdir. 


TEOREM 5.1: I = ia,b) agik araligmda F\x) - fix) is e,/ iizerinde/ nin 
herbir G antitiirevi, C bir keyfi sabit olmak iizere 

G{x) =f(x) + C 

bicimindedir. Baska bir deyi§le, iki antitiirev arasindaki fark sabittir. 
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Ispat : Turev konusunda gdruldugii gibi, herxe I i 9 in g\x) = 0 ise, gQc) = C, 
Uzerind^ ° IUr ' ° ^ ^ antitiirev oldu g™dan G(x) = fix) dir. Buna gore, I 

{G(x) - F(x ))' =fix) -fix) = 0 
olur. O halde G(x) - F(x) sabittir. Bu sabite C denirse 
GQc) - F(x) = C 


GQc) = F(x) + C 


wXw{ota'SI? anSi * ^ aMi “ reVi bil “' -“-1 -JW + C 


/ birfonksiyonuntureviolsun./ nin turn antiturevlerinin simfma * f cr k- 

siyonunnn x degfskenine gore bellrsiz integral! denir. 


lie gosterilir. J simgesine integral i^eti,fix) ifadesine integrant, x’e de 
integrasyon degigken! adi verilir. 


Bu tamma gore / fonksiyonunun bir antitiirevi F ise. 


J fix) dx = F(x) + C 


olacaktir. §u halde. 


F '(x) =fix) « J fi x )dx = F(x) + C 


olur. Integrasyonu sabiti denilen bu C sayisi herhangi bir sabittir. 

jfix)dx integralini hesaplamak demek / nin antiturevlerinin sinifmi bul- 
mak demektir. 


“ : J 3x 2 dx integralini hesaplayimz. 


?oziim : (*3)' = 3x 2 olacagindan 


J3x z dx = x 3 +C 
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Bir integral alma igleminde, integrali almacak olan ifadenin hangi fonksiyonun 
ttirevi oldugu goriilebiliyorsa, bu fonksiyona keyfi bir C sabiti eklemek suretiyle 
integral alinmig olur. Buna gore, turev konusunda gordiigiimuz bagintilar 
yardimiyla agagidaki integral formulleri yazilabilir : 



f v" ! + 1 

1 j-*- x i_ r (m-i- n 


f dx 


u 

J 

f m + 1 

v) 

1 2 

J COS X 


2) 

f — = lnUI+ C 

9) 

f - x ■ = arctan x + C 


1 X 


J 1 4 X 


X\ 
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f dx 



‘ lna 


j Vi-* 2 


4) . 

j e x dx = e x + C 

ID 

j sinhxdx 

= cosh x 4 C 

5) 

j sin jc dx — — cosx 4 C 

12) 

j cosh x dx 

= sinhx4 C 

6) 

1 cosxdx = sin* 4 C 

13) 

f dx 

= la(x + \ll+x 2 ) + C 




J VI +x 2 


7\ 

f ^ - cotr + C 

141 

f d* 


*) 

} sin 2 x 


j Jx 2 -\ 



§imdi belirsiz integrallere ait bazi ozellikleri inceleyelim. 

OzeMk 1 : Her a reel sayisi i 9 in 
J afix)dx-a j fix)dx 

dir. Yani integral icindeki sabit 9 arpan integralin disma almabilir. Bu ozelligin 
saglandigmi Boliim 4 deki 

tiirev alma kurahni kullanarak gosterebiliriz. 

OzelMk 2 i Sonlu sayida terimlerin toplamindan olugan bir ifadenin integrali, bu 
terimlerin ayri ayn integrallerinin toplamma egittir : 

J [fix) 4 g(x)] dx = J fix) dx 4 j-g{x) dx 
dir. Ozelliklve2 gbzbniine almirsa, aveb gibi reel say ilar olmak iizere, 
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/ [a f(x) + bg(x)] dx~a j f(x)dx + b J g(x) dx 
yazilabilir. 

ORNEK : 

/- J (6x 2 ~4x + 3 )dx 

integralini hesaplayiniz. 

Coziim : 

/=6 J x 2 dx- aJ xdx+3 j 1.4x = 6~- 4~ + 3x + C 

= 2x 3 -2x 2 + 3 x + C . 

ORNEK : 

/ = J (2 sinx + 1 0 V? + — j dx 

integralini hesaplayiniz. 
foziim : 

/= 2 J s'mxdx + 10 J x i, 2 dx+ 5 J —dx 

r 5 / 2 

= 2(-cosx) + 1 0 + 5 In W + C 


= - 2cosx + 4Vx 5 + 

- 5 In lx|+ C . 

ORNEK : 


I= f( 4 

2 Ur 

\cos“x 

1 + x 2 ) 

integralini hesaplayiniz. 


Coziim : 


/= 4 ( — ~ — dx+3 
J cos “a: j 

[ e* dx- 2 J 


= 4. tan jt + 3e x - 2 arctanx + C 
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r_ [l^±^±l + -J = J\dx 

J\ V7 yjl + X 2 ) 

integralini hesaplayiniz. 


J \ \/jc dx vx m\+x~I 
= 5 [ x 3l2 dx-6 I x ll2 dx + 3 (x- in dx + 2 


_ ‘i x512 6 + 3— + 21n(x + t/l tX 2 )+ C 

~ 5 5/2 3/2 1/2 

_ 2a: 5 1 2 - 4x 3 y 2 + 6x’ 1 2 + 2 In lx + V 1 + x 2 ) + C 

_ 2-yjx 5 - 4 V x 3 + 6 VT + 2 In (x + Vl + 3?) + C 


/ = / |3sinhx + 2e' r + — — - — |4x 


integralini hesaplayiniz. 


I = 3 f smhxdx + 2 f e x dx+ 5 f -~- 


= 3cos/?x + 2e Y - Scott + C 


J (x 3 +y)dx 


integralini hesaplayiniz. 


/ = pA + /3'*=i- + -L + C 
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4. jx 2 f(x)dx = ^ (3 Inx- 1) + C 
e§itligini saglayan fix) ifadesini bulunuz. 

5. f x 2 e x dx = (Kx 2 + Lx + M)e x +C 

esitligini saglayan K, L, M sayilanni bulunuz. 


6. I x 5 lnxdx = -£—(Alnx + B) + C 

J 36 

e§itligini saglayan A, B, C sayilanni bulunuz. 

7. /'(*) = 2jc + 3 ve 1 ) — 2 

bagmtisim saglayan /(x) ifadesini bulunuz. 

8. Turevi kendisinin iki katina esit olan pozitif bir / 
fonksiyonu igin/(0) = 1 oldugu biliniyor. f(x) ifa- 
desini hesaplayimz. 

9. Her noktasmdaki tegetinin egimi o noktamn apsi- 
sinin iki katina e§it olan ve (-1 ,4) noktasmdan ge- 
gen egrinin x = 1 apsisli noktasmdaki tegetinin 
denklemini bulunuz. 

16. Her noktadaki tegetinin egimi, o noktamn apsisi ile 
ordinati garpumna e§it olan ve (0,2) noktasmdan 
gegen egrinin denklemini bulunuz. 


11. Turevi kendisine e§it olan negatif bir / fonksiyonu 
igin /(-l) = -1 ise, /(0) nedir? 

12 . ivmesi sabit a degerine e§it olan bir hareketlinin 
t - 0 anmdaki hizi v 0 , ba§langigtan uzakhgi 
olsun. Bu hareketlinin t anmdaki hizinm 

v = v 0 + at, 

aldigi yolun 

s ~ s 0 + v o t + — at 1 

olacagmi gosteriniz. 

13. Hareket halindeki bir aracm frenine basildigmda, 
arag tamamen duruncaya kadar 40 metrelik bir fren 
izi meydana geliyor. Frene basildigmda hareketin 
ivmesinin 20m/sn 2 oldugu bilindigine gore, frene 
basildigi an aracm hizi kag km/saattir? 

14. Yiikselc bir kuleden serbest biralcilan bir cismin t 
anmdaki v hizmi ve S yolunu veren formiilleri bu- 
lunuz. 

(Cismin kiitlesi m, yergekim ivmesi g oldugunda, 
cisme etki eden kuvvetin F = mg oldugu bilinmek- 
tedir.) 
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olur. 


ORNEK : f-~dx integralini hesaplayimz. 

J y/X 

Coziim : x = t 2 denirse, dx - 2t dt olacagindan 

f £Ldx= I — 2tdt=2 fe'dt = 2e t + C=2e' ix +C 
J 4x J t J 

olur. 

ORNEK: Jtmxdx integralini hesaplayimz. 

(poziim : 

tanx = _5iH£. ise cosx = f jdenirse -sinx dx - dt olacagindan 

COSJC 

I tanxdx= f -^-dx= [ ~=~ lnld+ C = - lnlcosxl+ C 
J J cosx J t 

bulunur. 

ORNEK: [ X ■ ■ dx integralini hesaplayimz. 

J l+jc 10 

£oziim : x 5 = t denirse, 5x A dx = dt olacagindan 

f _ x4 —dx = - [ ~^L- = \-aTCtant + C^\arctanx 5 + C 
J l+x 10 5 J l+t 2 5 5 

olur. 

ORNEK: l^^-dx integralini hesaplayimz. 

J u(x) 

Coziim : 

u(x) = t denirse, u’(x)dx = dt olur. Buna gore 

f“Wdx= / — = In \t\+C- In |h(x)[ + C 
J u(x) J t 

bulunur. O halde 

f u±Adx = \n\u(x)\+C 
J u(x) 

esitligi, tiirevlenebilen her fonksiyon i?in dogrudur. 
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-dx integral™ hesaplaymiz. 


^oztim : Paydanin tiirevi (cosx + sinx)' = - sin* + cosx - - (sinx - cosx) 
oldugundan, yukaridaki formlilden 


/ sinx - cos* 

cos x + sinx J 


-(sinx- cosx) 


dx = - In Icosx + sinxl + C 


NEK : a * -1 olmak iizere 


1 u'(x ) dx integralini hesaplaymiz. 


(Qoziim : u(x) - t denildiginde it’ (x) dx = dt olacagmdan 


/ [«(*)] “ u\x) dx= / l a dt- - + C = —t— [«(x)J “ ' + 1 + C 

J J a + 1 a+ 1 

bulunur. O halde turevlenebilen a fonksiyonu icin 


“ u’(x)dx = —!—[u(x)] a + i + C 
a+ 1 


. : J \sm 5 x cosxdx integralini hesaplaymiz. 


Coziim : J ( sinx) 5 ' 2 cosx dx = ~( sinx ) 7 12 + C 


QRNEK : J cosax dx integralini hesaplaymiz. 


£ bziim : ax = t denirse dx~ — dt olur. 


[ cosax dx= [cost— d(~ — (sin?) + C 
J a a 


olacagmdan 


f costa: dx — — - sin ax + C 


olur. Benzer sekilde 


f sin ax dx = ~— cos ax + C 


oldugu gosterilebilir. 
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ORNEK : J x 2 -Jx - 2 dx integralini hesaplaymiz. 

Coziim : x-2 = t denirse dx = dt olur. Bu durumda 

jx 2 ^2dx = J(t+2) 2 t' n dt = J(t 2 + 4t + 4)t ll2 dl 

= J( t s'i + 4t 2/2 + 4t' /2 )dt = j-r 1,2 + jrt 5n -^t 3,2 + C 
= 1 Cv _2) 7/2 + |u-2) 5/2 + |(x-2 ) 3/2 + C 

bulunur. 

Yukandaki orneklerden de gordugiimuz gibi, herbir integrate ayn bir degi§ken 
degi§tirmesi uygulanmaktadir. Fakat bazi ozel tipte olan integraller vardir ki bu 
integrallere uygulanacak degi§ken degi§tirmeler bellidir. 

Bu ozel degi§ken degi§tirmelerden birka^mi verelim : 

1 . da 2 -x 2 den baska koklii ifade ihtiva etmeyen fonksiyonlann integ- 
ralinde 

71 , TC 

x = a sint , ~T </< T 

degisken degi§tiraiesi yapihrsa, trigonometrik fonksiyonlann bir rasyonel 
ifadesinin integral! elde edilir. 


ORNEK : 



integralini hesaplaymiz. 




olur. Simdi siniisii y olan yaym kosiniisti, yani cos(arcsiny) ifadesini 

hesaplayahm. Bunun igin bir dikiicgen cizelim. Dar a^ilardan birinin 6l?iisune 0 
diyelim. Bu acimn karsikenar uzunlugu x, hipoteniis 3 birim olsun. Komsu kenar 
uzunlugu V9-JC 2 olur. 
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/ • x % d9-x~ 

cos ( arcsm y ) = ^ 


dx = - *J9- x 2 + 8 arcsin — + C 

,c 2 6 

\i9-x 


2. Jx 2 - a 2 den ba§ka koklii ifade 

ralinde 


:siyonlarin integ- 


x = a sect, 0<f<y veya y <t<* 


degi§ken degi§tirmesi yapihrsa koklii ifade bu, 
edilir. 


bulundurmayan integraller elde 


. f dx integralini hesaplaymiz. 

’ J ~x4?^9 


P,zur„ : r = 3 sect denime *>3^* olur. Buna g 6 re , 
r & [ 3 sinl/cos 2 ( _ Jr 

‘ x47^9 J -J- j-V-9 

COS n|, OS t 

f sin / / cost fiA = lf+c = yarccosy + C 

— I t y~ 3 ' 3 j 

J __2 — y 1 - cos 1 1 
COS t 


3. *1777 ifadesinden ba 5 ka koklii ifade bulundnrmayan fnnksiyonla- 

rm integrasyonunda 




degisken degi§tirmesi kolaylik saglar. 
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\f * 



ORNEK : / — — - — integralini hesaplayimz. 

J x 2 sx 2 + 4 

(Toziim : x = 2 tan? denirse dx = 2(1 + tan 2 ?) dt olur. Bu degerler yerine 
konursa 
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5.2.2 KSSfVl! INTEQRASYON YQNTEMi 

u ile v, x degi§keninin hirer fonksiyonu olsunlar. Bir carpimin diferansiyelin- 
den, 

cl (u. v) = clu . v + dv. u => 
u. dv = d(u. v) - v. du 

oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin integrali alimrsa 



bulunur. Eger j vdu integralinin hesabi J u dv integralinin hesabindan daha ko- 

lay ise bu yontem olduk ? a fayda saglar. Demek ki bu yontemi kullanmak i?in 
integral icini u ve dv diye oyle iki carpana aymnalidxr ki, J v du integrali 

j u dv integralinden daha kolay olsun. 

Eger integrant, bir polinom ile bir iistel fonksiyonun ?arpimi ise, polinoma 
u, di|er kisma dv demek kolaylik saglar. 

ORNEK : j x e 3x dx integralini hesaplaymiz. 

Coziim : u = x, dv = e 3x dx denirse du = dx ve 

olur. Buna gore, 

= ^-(3x-l ) + C 

olur. 

integrant, bir polinom ile bir trigonometrik fonkslyonnn carpirai ise, poli- 
noma u demek yarar saglar. 

QRNEK : j x sin 2;c dx integralini hesaplaymiz. 

sin 2x dx = --j cos 2.x 


Coziim : u = x, dv - sinZv dx denirse du-dx, v = 
olur. Buna gore 
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*NEK : / arctanx dx integralini hesaplayimz. 


Coziim : u = arctanx, dv = dx denirse, du = 7 dx, v - x olur. 

v 1 + x 

Buna gore, 


f arctanx dx = x arctanx- / x- -dx 


= x arctanx - — / 7 dx 


= x arctanx - 


4 - In (l +x 2 ) + C 


Bazi hallerde kar§mmiza hesabi istenrn integral akabilir . Bu durumda bu 
integrall e§itligin soluna alip i§leme devam etmek gerekir , 

QRNEK : f e ctx cos bx dx integralini hesaplayimz. 


t = e ltx , costa dx = dv denirse du = ae ax dx , v = — sin to 


olacagindan 


cos bxdx = j e ax sin to - J e ax sin fcx to 


olur. Son integrate aym yontem tekrar uygulamrsa 

/ e" cos to to = sin bx + 4 ' e “ cos bx ~TiJ cos bx dx 

J b b b J 

elde edilir. Son integral hesaplanmasi gereken integraldir. Bu integral egitligm 
soluna gecirilirse, 

£ 1 + t L- f cos bx dx = ^-e ax sin bx + — e™ cos to 


2 T 2 

bulunur. Her iki taraf -- * 2 - ile boliinurse 


f „ , . ^ fesinto+n costo ^ 

f e costa dx-e 5 — 77 + c 

a +b~ 


olur. 
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ORNE& : jx 2 e~ x dx integralini hesaplaymiz. 

£oziim : u = x 2 , dv = e" v dx denirse du -2 xdx , v = -e~ x olur. 

Buna gore, 

J x 2 e~ x dx = -x 2 e~ x + 2 j xe' x dx 

olur. Son integralde u = x, dv = e~ x dx denirse du = dx, v~-e~ x olur. 
Bu durumda 

J xe~ x dx - -xe~ x + Je' x dx 
= +xe*-e x 

olacagindan 

j x 2 e~ x dx = -x 2 e~ x + l(-xe~ x - e~ ') + C 
= - e~ x (x 2 + 2x + 2) + C 

bulunur. 

Yukaridaki yol izlenerek P m (x), m- ninci dereceden bir polinom olmak uzere 

f PJx)e’dx = e‘[P Jx)--P m W + P''Jx) + 

oldugu kolayca gosterilebilir. 

Qrmegin : 

J(x i + 2x)e x dx = e x [x 3 + 2x-(3x z + 2) + 6x-6\ 

= e x (x 3 - 3x 2 + 8x- 8) 

olur. 

Kismi integrasyon metodu yardimiyla, yiiksek dereceden bazi ifadelerin integral! 
daha kiigtik dereceden bir ifadenin integraline donu§turulebilir. Bu yolla yiiksek 
dereceli integral kolayca hesaplanabilir. §imdi bu indirgeme formiillerinden 
bazilanni gikaralim. 
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olur. 



234 


>}EK : / - integrali igin bir indirgerae bagintisi bulunuz. 

J ( _2 . ..21 " 


— — — = — arctan — + C 
(a 2 + x 2 ) a 


oldugunu biliyoruz. n> 1 olsun. / ^ integralinde 

(a 2 + x~) 

u = ia 2 +x 2 Y"*' . dv = dx alinir, kismi integrasyon yOntemi uygulanirsa 


S. 1 + (2n - 2) 

(aWr' (a 2 +x 2 )’ 


. H 2n-2)( ^^4 -dx 


(a 2 xx 2 )" 


* + (2/1 " 2) /• 

/ 2 2 V ■ ^ 

la + rJ 


- - (2n - 2)a 2 


bulunur. Son integral 9ekilirse 


ax _ ± +. — m — = — / 

(a 2 +x 2 )"- (.2n-2)aHa 2 + x 2 )"~ l ^"- 2 )a 21 ( a 2 xx 2 )" 


bagintisi elde edilir. 


ORNEK : f — — — - integralini hesaplaymiz. 

(4x 2 + 4x+ 10) 

Cozum : 4x 2 + 4x + 10 = (2x + l) 2 + 9 

egitligi gozonune alinir ve 2x + 1 = t degi§ken degistirmesi yapilirsa 
f dx _ f dx 1 f M 


J (4x 2 + 4x + 10) 2 J [(2x + 1) 2 + 9] 2 2 J (t 2 + 9) 2 

integrali elde edilir. indirgeme fortnulunde n = 2, a = 3 yazihrsa 


(it 2 + 9) 2 18(r 2 + 9) + 18 J t 2 + 9 


1 + -^r ~ arctan -7 + C 

18 (/ 2 + 9) 18 3 

^ v+ 1 + arctan — X . + — + C 

18(4x 2 + 4x+ 10) 54 J 
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olur. Buna gore 


dx _ 2x+ 1 

(4x 2 + 4x+10) 36(4x 2 + 4x+ 10) 


-i- arctan 2£il + C 




bulunur. 
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A§agidaki e§itliklerin dogrulugunu gosteriniz. 

(a) / arcsinx dx - x arcsinx + Vl - x" + C 

(b) fln(x + Vl+x 2 )<2x=x ln(x + VT+x r )-'v'l +x 2 +C 

(c) j x cosx dx — x sinx + cosx + C 

(d) / lnx(ix = xlnx-x + C 

(e) j x arctanx dx = y_. arctanx + y arctanx - y + C 

(f) j sin ( In x)dx = y [sin ( lnx) - cos ( in x)] + C 

(g) fx i e xl dx=±-x 2 e x2 -± e xl + C 

(h) J x 2 sin x dx = -x 2 cosx + 2x sinx + 2cosx + C 

(1) f^-^- = -xcotx + ln(sinx) + C 

J sin 2 x 

(i) Jx 2 lnx dx = y x 3 lnx--|-x 3 + C 

Agagidaki integralleri hesaplayimz. 


( a ) J 

e^sinx dx 

(b) J 

f x arcsinx dx 

(c) J 

^x 8 lnx dx 

(9) j 

1 {Inxfdx 

(d) J 

f x 2 cosx dx 

(e) j 

[x 2 x dx 

(f) J 

f x‘e' x dx 

<*> J 

f- cosx -dx 
' e x 

(h) J 

j log 5 x dx 

(1) , 

f x ln(x+ l)dx 

(i) 

1 x 2 ( lnx) 2 dx 

(j) . 

1 x(x — 1 ) 8 dx 

(k) . 

1 cos (In x)dx 

(1) 

f ar ^5 dx 
> v 1 + x 

(m) 

j e™ sin bx dx 

(n) 

l^rdx 
J dx 

(0) 

f x ln(x 2 + l)dx 

(d) 

j x sec 2 x dx 

(P) 

f(~r) 2 ^ 

(r) 


(s) 

fix 2 + l) e 2x dx 

(§) 

f x 2~ x dx 


A§agidaki indirgeme formtillerinin dogrulugunu gos- 
teriniz. 

(a) J sin " x dx - ~ y sin " “ 1 x cosx + -yy- J sin " x dx 

(b) [ d *—- — 1 sin^ + n^2 f_dx_^> l 

[ } j COS " x cos' 1 ' ‘x n ~ lJ cos"'- 

(c) jcot n xdx=^~~cot n - l x-]cot n l xdx . n> 1 

(d) 1 cos-x+Z-SS^i* 

w i sinx n - 1 J sinx 


(e) f^^dx 

w J cosx n - 1 ^ cosx 


(f) / (a 2 - x 2 )" dx = 


x(<r -x 2 ) 2na 2 

2n + 1 2n + 1 • 


(g) J x p (\nx)" dx = -^y ( lnx)’ 1 J x p ( In x)" ‘ 1 dx 

(h) ( ?to-- = ±x”- l 47^-^aj-f^=dx 


j - / smnx dx 0 iduguna gore, n>2 i?in 
" J sinx 


r 2 sin (n- l)x , r 

z ” = — ^nr~” +/ "- 2 

e§itliginin varligim gosteriniz. 


/ = f — olduguna gore, n>l i$in 
" J 1 +x 2 

r , x”- 1 

/ ' , + / ' i - 2 n-1 

oldugunu gosteriniz. 


A§agidaki integralleri hesaplayimz. 


j 

1 sin 4 x dx 

< b )/' 

(c) 

j (x lnx) 2 dx 

<{)/ 

(d) _ 

j x 2 (lnxj 10 dx 

(e)/ 


, . f x cosx , 
(t) / — dr 
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/ ? dx integralini hesaplayimz. 

J (5x + l) 3 


: 5x+l=/ denirse, dx = — dt olur. Buna gore, 




= — -(5x + 1)“ 2 + C = -- —J + C 

5 V 5(5jc + l) 2 


ORNEK ' / — dx integralini hesaplayimz. 

J jc 2 + 4jc+ 13 

£oziim: x 2 + Ax + 13 = (x + 2) 2 + 9 ve (x 2 + 4x + 13) = 2x + 4 


oldugundan 


2x + 5 ^ _ f 2jc + 4+1 

x 2 + 4x+ 13 ^ x 2 + 4x + 13 


= [- 2x + 4 —dx + f , 1 — 

J x 2 + 4x+ 13 ^ x 2 + 4x + 13 

= ln(x 2 + 4x+ 13)+ f ^TT dx 

J (x + 2)“ + 9 

= In {x 2 + 4x + 1 3) 1 arctan + C 


[ — ^ — integralini hesaplayimz. 

J t. . 2^ 2 


Coziim : ( integralinde u = ,dv^dx almip kismi integrasyon 

V J 4+x 2 4 + x 7 

yontemi uygulanirsa 

f dx jL_ + ? j_^J^ dx = .^ T + 2 j^^dx 

J 4+x 2 4+x 2 ^ (4+Jc 2 ) 4 + JC (4+x 2 ) 


f-*- = -a- + 2 -^j-8 — 

J 4 + x 2 4 + x 2 ^ 4 + X ^ ( 4+x 2 ) 
bulunur. Buradan f- — — — r integrali gekilirse, 

J (4 + x 2 ) 
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olur. 


l*±±-dx= l^dx+j-^-Td* 
(*-» 2 1 


= 21nU- 1I -— l + c 


■ . f -2x+ _4 dx integralini hesaplaymiz. 

^ (l + jc 2 )(x- l) 2 


^2x±4 + + 

fi _i_ 4Vv- n 2 x ~)- ix-\) 2 x 2 +\ 

a + .\;u u (*-1x^+ 1) (jr 2 +1) (jc-ir 


_2x + 4 = A(x - 1) (x 2 + 1) + B(x 2 + 1) + ( Cx+D ) (x - U 2 
e§itliginde * = 1 yazrlirsa, 2 = 2B=>B=\ bulunur. Buna gore, 

_2x + 4 = A(.y - 1) (x 2 + 1) + x 2 + 1 + (Cx + D) (x - ! ) 2 


* = 0 i?in - A + D - 3 
x - -1 i?in A + C - D = - 1 
x = 2 icin 5 A + 2C + D = -5 

denklemleri aide edilir. BMnci ve U jnci »■-< ^J^. ! 
bulunur. U?iincu denklemde C = 2 yazilirsa + u 


| — -r ^ 

\5A + D=-9 

denklem sistemi ?bzulerek A = -2, D = 1 bulunur. Buna gbre, 


^2j±i dx = f — \ dx + 

(l + * 2 )<*-l> 2 J ■ 


(x— 1)“ ^ *‘ +1 




_ -21nU- 11 L- + inU 2 + ll + arctanJC + C 

x- 1 


2 i i 

_ [ n x + .i — + arctanx+ C 


\x-l) 2 x ~ l 
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A§agidaki integralleri hesaplayiniz. 


^-r dx 
x + 1 


i* 


Li (g) T . r 


f(3 + 21nr)" 

" sin 2 u cos i< rfi/ 


tan^r + tan^r 


,* f e°dO 

w i Tip? 


®/7TT‘ k 

<h) ^ (2*+i)t(*+4) 


(e) /— * 


J (x+ 1) 

(0 / 3 3 V 5 

7 x' - X' - X 4- 1 


* gx (k) / 

(x + l)(x + 2)(x + 3) J (x + 2)(x + l) 2 


® / (i + 1 )<jt - 
0 ) 

7 Y“ 4- V 


J (x+irCx+2)- 

. . / JC 2 + JC + 1 . 

(°) J , 2 n d* 

J x(x + 1 ) 


f_plB_ dx (p)/-i^£- 

J 2x 2 + 5x-3 J x a ~5x-+A 

« / //f * 


, , [ dx 

(§) J — — 

J X +x 

/■ x 4x , 

(u) / ^ 4x 

J (x + l)(x 2 + 1) 


(t) /-Ff-* 

y x + 4x 




0) 


(n) 


A§agidaki integrallere once kismi integrasyon yon- 
temi uygulayimz. Sonra elde edilen integralleri he- 
saplayiniz. 

(a) j t arctanf off (b) J f aidant dt 

(c) Jln(l + r 2 )4i (c) /rln(l+f)* 


Asagidaki integralleri once 


doniigiimii ile rasyonel fonksiyonlarin integraline 
ddniistiiriip sonra integrali hesaplayiniz. 


, f de 
J sin0 + cos0 


^ J 2 + sin0 + cos0 


(x- l)(x 2 + 2x+ 1) 


tan y = t donusumii yardimiyla 


Cv) / ^±l dx (z) / ^d±5ii±^±l* 

w J \ J (x +2.X + 2 r 


f secx 4x = In 


1 + tan — 

2_ + c 


A§agidaki integralleri once bir degi§ken degistirme- 
siyle rasyonel fonksiyonlarin integraline doniis- 
turiiniiz. Sonra integralleri hesaplayiniz. 


oldugunu gosteriniz. tan \ ~ a| \ + cos x 6zde§h ' 
ginden yararlanarak 

[ secx 4x = lnlsecx + tanxl-t- C 


sin 2 y + siny-6 


oldugunu gosteriniz. 


' 1 zJ^.du 

1 + \‘U 


(e) / — - -rdt 


6, Problem 5 den yararlanarak 

f cscic 4x = lnlcscx-cotxl + C 


oldugunu gosteriniz. 
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ORNEK : J cos4jc cos 3x dx integralini hesaplayimz. 

Coziim : 

j cos Ax cos 3 jc dx = ~ J(cos7x + cosx) dx 

= sin 7 a: + sinxj + C 

- -!-sin7x + 4-sinx + C 
14 2 

j sin xcos " a; dx Tipindeki integraller 

f sin m x cos " x dx integralleri, m ve n dogal sayilannin durumuna gore, farkh 
yollarla hesaplarur. 

(a) m tek ise, cos x = t, n tek ise siav = t donii§umu ile integral, bir polino- 
inun integraline doniisUr. 

ORNEK : J sin 5 x cos 2 * dx integralini hesaplayimz. 

<f oziim : m = 5 olup tekdir. cosx = t denilirse -sinx dx = dt olacagindan 

f sin 5 x cos 2 x dx = /sin 4 x cos 2 x sinx 4x = j (sin 2 x) cos 2 x sin x dx 
= J (l - cos 2 x)* cos 2 x sinx dx = ~ J (l - t 2 ) t 2 dt 

= -J(t 2 -2tUt 6 )dt=-±t 3 + jt 5 -±-t 7 + C 

- — y cos 2 x + ~~ cos 3 x ~ cos 7 x + C 

bulunur. 

ORNEK: j sin 4 x cos 3 x dx integralini hesaplayimz. 

goziim : cosx in kuvveti tek oldugundan sinx = t degigken degi§tirmesi 
yapilmalidir. cosx dx = dt olacagindan 

j S in 4 x cos 3 x dx = Jsin 4 x cos 2 x cosx 4x = j sin 4 x(l - sin 2 x)cosx dx 

= Jt 4 il-t 2 )dt = J (t 4 - t 6 )dt 

= -I? 5 ~i-r 7 + C = ysin 5 x-ysin 7 x + C 

olur. 
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sin 4 * cos” x dx = j j (l-cos2 x)dx- J cos 2 2x dx + j cos 3 2x dx 


= -I x-i-sin2x- Jcos 2 2x 4x + Jcos 3 2x 4x 


J cos 2 2* dx = y/ (1 + cos4x)dx = y(x + ~sin4x] = yX + ySin4x 
J cos 3 2x dx as J(l-sin 2 2*)cos2x dx = y J (l -i 2 )dr 


= |-(f-yi 3 ) = ysin2x-ysm 3 2x 


degerleri yukanda yerlerine konulursa 

Jsin 4 *cos 2 xdx= -±-(x-ysin2x-y *-l s in4* + y sin2x-y sin 3 2x) + C 

= -Vfx--|-sin4x -^-sin 3 2x) + C 
16 \ 4 3 / 


j tan x sec " x dx Tipindeki integraller 

Bu integraller de m ve n nin tek veya cift olu§una gore, farkli yollardan he- 
saplamr. 

(a) n cift ise, tanx = t ddnu§umu yapilir. 

sec 2 x = 1 + tan 2 x ve d(tanx) = sec 2 .v dx 
bagintilarindan yararlanarak bir polinomun integrali elde edilii . 


f tan 6 * sec 4 x dx integralini hesaplayintz. 


goziim: f tan 6 x sec 4 x dx = j tan 6 x sec 2 x sec 2 x dx 

= Jtan 6 x(l + tan 2 x)d(tanx) 

= Jt 6 (l+t 2 )dt = f(t 6 + t s )dt = ±-t 7 + jt 9 + C 


= ytan 7 x + ytan 9 x + C 
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(b) m tek ise, secx = t donu§umu yapihr. 

tan 2 x - sec 2 x - 1 , d( secx) = tanx secx dx 
bagintilarindan yararlanarak bir polinomun integrali elde edilir. 
ORNEK : J tan 5 x sec 3 x dx integralini hesaplaymiz. 

(Qdziim : secx = t degisken degi§tirmesi yapihrsa 
J tan 5 x sec 3 x dx = J tan 4 x sec 2 x tanx secx dx 


- J (tan 2 


x) sec 2 x tanx secx dx 


sec 2 x- l) sec 2 x tanx secx dx 


= J{r-l) 1 t 1 dt = J{t ( '-2r l + r)di 


= lt 2 ~|f 5 + lr 3 + C 

= ysec 7 x-ysec 5 x + y sec 3 x+ C 


bulunur. 


(c) m cift, n tek ise, tan 2 x = sec 2 x - 1 bagmtisi yardimiyla, integrant sa- 
dece sec x in tek kuvvetlerinin toplami §ekline getirilebilir. Bu nedenle once sec 
x in tek kuvvetlerinin nasil hesaplandigim gorelim. 


ORNEK : J secx dx integralini hesaplayahm. 

<£ozuib : integrant secx + tanx ile Qarpihr ve boluniirse 

f sec 2 x + tanx secx 
J sec x + tanx 

bulunur. Pay paydanin ttirevi oldugundan integralin degeri paydanin logaritma- 
sina egittir. Buna gore 

J secx dx = lnlsecx + tanx|+ C 
olacaktir. 


ORNEK : J tan 2 x secx dx integralini hesaplaymiz. 
Qoziim : 


j tan 2 x secx dx- J( sec 2 x~ l)secx dx~ j sec* x dx- J secx dx 

olur. Bir onceki ornekten J secx dx degeri bilinmektedir. §imdi j sec 3 x dx in- 
tegralini hesaplayahm. 

J sec 3 x dx- J secx sec 2 x dx 

integralinde u = secx, dv = sec 2 x dx denirse, v = tanx ve du - tanx secx dx 
olacagmdan 

j sec 3 x dx = tanx secx - j tanx tanx secx dx 
= tanx secx - J lan 2 x secx dx 
= tanx secx - J {sec 2 x- Dsecx dx 
= tanx secx - J sec 3 x dx + j secx dx 


bulunur. E§itligin sag tarafmda bulunan J sec 3 x dx egitligin soluna alinir ve her 
iki taraf 2 ile boluniirse 


Jsec 3 xdx- y tanx secx + y j secx dx 


= —tanx secx + ^-lnlsecx + tanxl + C 
bulunur. Buna gore, 

J tan 2 x secx dx = -j tanx secx + y lnlsecx + tanxl- lnlsecx + tanxl + C 
= y tanx secx- yln|secx + tanxl + C 

olur. 


J cot m x esc 11 x dx Tipindeki Tntegraller 


Bu tip integraller bundan once inceledigimiz J tan x sec x dx integrallerinde 
izlenen yolla hesaplanir. Burada 
csc 2 x = 1 + cot 2 x 
bagintisindan yararlanilir. 
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A§agidaki integralleri hesaplaymiz, 


(a) _ 

j sin 3x sin 5x dx 

(b) 

j coslx cos 3x dx 

(c) 

/ sin sin -^-dx 
/ 2 2 

(d) 

f x 2x , 

j cos y cos ---ax 

( e) 

j sin5x cos2x dx 

(f) 

f x 

/ sin ~ cos -V- dx 
/ 2 2 


Ajagidaki integralleri hesaplaymiz. 


(a) 

j sin 3 x cos 2 dx 

»>/ 

sin 4 jc 

cos 3 

x dx 

(c) 

J sin 4 x cos 3 x dx 


sin 2 jc 

cos 2 

x dx 

(e) 

j sin 1 x dx 

(« 1 

4 

COS JC 

dx 


A§a 

gidaki integralleri hesaplaymiz. 



(a) 

J tan 3 x sec 4 x dx 

(b) j 

tan 3 x 

sec 3 

x dx 

(c) 

J tan 4 x sec 6 x dx 

(d)] 

tan 3 x 

sec a 

: dx 

(e) 

J tan 4 sec 6 x dx 

<*> J 

tan'x 

dx 



A§agidaki integralleri hesaplaymiz. 

(a) j sin 3 x cos 2 2 x dx 

(b) J sin 2 2x cos 3 2x dx 

(c) j sin x cos 3 3x dx 

(d) Jsin 3 (l -x)cos 5 (l - x) dx 

(e) j sinx sin2x sin3x dx 

(f) / sinx cos 2x cos 3x dx 

1 - cos2u = 2 sin 2 u bagintisindan yararlanarak 
J VI - cos4x dx 

integralini hesaplaymiz. 

1 + sin2u = (sinu + cosu) 2 oldugunu gbsteriniz. 
Bundan yararlanarak 
j VI + sin6x dx 


A§agidaki integralleri hesaplaymiz. 


(a) 

1 cot 3 x esc 4 x dx 

(b) 

J c ot 3 x csc 3 x dx 

(C) 

j cot 4 x csc 6 x dx 

(d) 

J cot 4 x csc 5 x dx 

(e) 

I cot 3 cscx dx 

(f) 

J cot^x dx 


Asagidaki integralleri hesaplaymiz. 

(a) f Sm x -dx (b) fsin 3 x cos 5 x dx 

J cos x J 

(c) / Sin3 * dx (d) / sin2x dx 

<e) f ^ (f) / cos J x tan 3 x dx 

J sin 3 x J 

(g) f -—-—dx (h) / cos 4 x tan x dx 

J cos 3 x J 

(l) /tan 4 x cosx dx 


integralini hesaplaymiz. 

/ V 1 + cos 6x dx integralini hesaplaymiz. 

Vl - sin 4x dx integralini hesaplaymiz. 
A§agidaki integralleri hesaplaymiz. 

» o.) I - - + 

J V cos x ( sinx + cosx) 

j R( sinhx, coshx) dx bi§imindeki integraller 
tanhx = t 

degigken degistirmesiyle hesaplanabilir. 
A§agidaki integralleri bu yolla hesaplaymiz. 

(a) f dx (b) f sinhx coshx 

J sinhx coshx J s inh 2 cosh 2 x 
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J (jc~l)Vr + 3 


integralini hesaplayimz. 


(Joziim : 


— L- = f => jc = => dx = dt 

x-\ t r 


donU§umu yapildigmda 
dt 


r t 2 , 

f dt _ ( 

f 

r- 

i 

lt 2 +2t+ 1 3 J 

r 

J4t 2 +2t+l J 

hi) 

I + T 


if 7#r=-i ta (“ + /" 2t i) +c 
r + 4 


= -yln(2f + y+ 4aF+ 2t+ lj + C 


■ -i ln (T ? T t l + \& + (^o + 1 r 


1 , x + 3 + 2 vx + 3 , r* 

88 " 2" n [ *2(x^l) ] +C 


- _lln * + 3 + 2Vjr + 3_ + c x 
2 l (jc-1) ! 


(4) / Jx T ntegralinin Hesabi 

' iax 2 + bx+ c 

Bu integralde P n (x), n. dereceden bir polinomdur. Q„-\(x) ,n-l. dereceden bi- 
linmeyen katsayih bir polinom ve X bir reel sayi olmak iizere 

f P n^ Av - n .. + +xj , , *** ~ — - 

d iax 2 + bx + c 'Jax' + bx + c 


yazilabilir. Bu e§itlikte her iki tarafra turevi alxnir ve aym dereceli terimlerin kat- 
sayilan ejitlenirse Q „_ ,(*) in lcatsayilari ile X bulunur. Geriye e§itligin sagin- 
daki (1) tipindeki integrali hesaplamak kalir. 
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£oziim : 


= ; => x = 1 + - => dx--\dt olacagindan 
x-\ t r 


\t 2 + 2t+\ , 2/ + 2 


y r f 


bulunur. Diger taraftan 


f tdt — = AJt 2 + 4t+l +\[- ^L^ =r=> 


t t + 2 .i.- . h - — 

Vf 2 + 4f + T 4t 2 + At + l Vr 2 + 4 1 + 1 


f = Af + 2A + X =4* A = 1 ve 2A + X = 0 =* X = -2 


bulunur. Buna gore 


, 4 ? 

1 . 1 . 1 . 771 1 


2 + 4 ? +■ 1 - 2 


Vr + 4f+ 1 - ' 


s/(f + 2) 2 - 3 


bulunur. §u halde 


= V? + 4f + 1 - 2 In (f + 2 W? 2 + 4? + 1 ) + C 


_ 4?T2x- 2 2 J 2x-\+^x 2 + 2± z J_\ r 

x-\ \ x-\ I 


(x- \)~yx~ + 2x~ 2 


six 2 + 2x-2 2 Ul ( 2x- 1 +^lx 2 + 2x-2\ + Q 

x-\ x-\ I 


(6) j x r (a + bx p Y ! dx Integralinin Hesabi 
a, be R ve p,q ,re Q olmak iizere 
J x r (ci+ bx p ) g dx 

bi?imindeki integrallere Binom Integralleri adi verilir. 
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Bu integraller, p, q, r rasyonel sayilarimn durumlanna gore, farkli degi§ken 
degi§tirmelerle hesaplanabilir. 

(a) q tamsayi ise, r ile p nin paydalarmin en kiigtik ortak kati k olmak iizere, 

x = t k 

degi§ken degi§tirmesi yapilirsa, integral rasyonel bir fonksiyonun integraline 
donii§iir. 

(b) q tarasayi degil, fakat tamsayi ise, q nun paydasi n olmak iizere 

a + bx p = f 

dbnusiimii yapildiginda, rasyonel bir fonksiyonun integrali elde edilir. 

(c) q ve — tamsayi degil, fakat r4 ^ + q tamsayi ise, q nun paydasi 
n olmak iizere 

ax~ p + b = t n 

doniisiimii yapildiginda rasyonel bir fonksiyonun integrali elde edilir. 
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goziim: '- = -f q = \ oldugundan 


i 4+1 

2L±-l = — 2 = l eZ 

P I 
3 

olur. q nun paydasi 2 oldugundan 

1 + \fx =t 2 => x- ( t 2 - l) =» dx = 6t it 2 - l) dt 

olur. Buna gore, 


fjT+ W-dx = J x -2/Hi +x ' ,3 ) l,2 dx = f(t 2 -t)' 2 t6t(t 2 -l) 2 dt 
yx 2 

, . , , 3 / 2 

= 6j t 2 dt = 2t 3 + C = 2[l+l f x) +C 


bulunur. 


QRNEK : J 

1— £ — dx integralini hesaplayn 
ii-x 3 


f 1-jL^dx = f^'Hi-xr 1 

‘ ii-x 3 

oldugundan > 

, = 1, p = 3>q= -± dir. 

q€ Z, — 
4 P 

L = ±eZ ve ^- + <? = y' 
2 P 2 

x" 3 - 

, ,,-1/3 

l = t 2 => jc = (l + r) 

degi§ken degijtirrnesi yapilirsa. 

J x ]/2 (l-x : 

■r' n * = -}/(ur)- 1,6 ( 1 


a = - 2-arctanr+C 

3 J l + 1 2 3 


/ s \ 1/2 

= -farctan 
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i. integi-alleri hesaplayarak asagidaki e§itliklerin dogrulugunu gosteriniz. 

(a) f — — = In (x - 1 + Vx 2 - 2x + 3 ) + C 

J Vx 2 - 2x + 3 

(b) [ X + 3 dx- 'jx 1 + 2x- 2 + 21n(x + 1 + \! x 2 + 2x~+ 2 ) + C 

V x~ + 2x + 2 . 


(c) / 


(x+nVTTT 2 ' * +1 


^ r = _I ln (lz^_^ 2 ^±iL| + c 


(d) f * ^* 4 * 2 dx= x * +2x Jx 2 + A - 2 In ( x + /x 2 + 4 ) + C 
J J x 2 + 4 4 


(e) 


/ 


dx 


1 *-f2*._i arcsill M |+c 


(x + \)\Lx 2 + 2x 2 (x+lf 2 + 1 


® / 


* 


vr(i* 3 ^) 1+1 


-=-3 X +3arctan(j:'' a )-fC 


(g) /%yL*=>i( 1+ ‘v?) 7 ' I -3(i + V£r'%c 

v X 7 

«/, 


L + ^/3T) U 3 U+ 3 * 


*4 4-1 + c 


Agagidaki integralleri hesaplayimz. 


(a) j 

[ dx 

(b) J 

f dx 

(c) 

f dx 

kl 

1 

1 

00 

Vx 2 - 4x + 5 

2 V 4x 2 - 4x + 5 

( d) j 

f dx 

(e) , 

f * + 3 //y 

(f) 

[ X+l dr 

' Vl5-4x-4x 2 

V 4x 2 + 4x - 3 

J V2x-x 2 

<*> j 

7 x dx 

{h) . 

f l ~ x ^Y 

0) 


Vx 2 - 2x + 5 

1 \/8 + 2x-x 2 

^ (x- 1 ) Vx 2 - 2x + 2 


(i) 

j dx 

0) J 

r dx 

(k) j 

f dx , 

j xVl-x 2 

(x+l)x/x 2 +l 

x \fex-x* 

(1) 

/■ x 2 <& 

(m) j 

f x 5 dx 

(n) j 

1 * - 

2 Vx 2 -x + l 

Vl-X 2 

(x + L) 3 \'x 2 -x+ 1 

( 0 ) 

7 x 4 -2 . 

(5) J 

[ dx 

( P) 

7 dx 

J -cix 

7 Vx 2 + 1 

x\h +x 2 

' (x+ l) 2 Vx 2 - 2x + 2 

(r) 

7 dx 

(s) 

[ _ 

(§) 

/x 3 ( l + 3x 2 ) ’dx 

2 (x+ l) 3 vx 2 -x + 1 

' (x-l) 2 V* 2 -l 



j x 3 (l +2x 2 ) 3/ “dx 

( u ) 

[ dx 

(u) 

f dx 

(t) 

} Vl +x 4 

^ x 3 Vl+x 3 

(v) 

7 dx 

(y) 

[ ^ - dx 

(z) 

f d——-~ 

Vx 3 \/ 1 + V? 

J y'l+^T 


J %^l) ~ 
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3. Agagidaki integralleri hesaplayimz. 

(a) f --rrr^-TT-T- ’ (a '^ 0) 

17 a sin x + b cos x 


(b) / t — ,(«>D 

J 1 + a cosx 

(C ) /— — — 3- . («*°> 

J (a sinx + 6 cosx) 

f aim w ^ 

J 1 - atari* 


x = cos2; degi§ken degi§tirmesi yaparak 

/- f£=l* 


integralini hesaplayimz. 


A§agidaki integralleri kargilannda yazili doniisum- 
ler yardimiyla, hesaplayimz. 


r 3 / T 6 f — 

(a) 


9 s 2 ^ 2 + x 


2-x _ J 
2 + x 


(c) f.Vl +JC 2 QnU +Jt 2 )-21njfld!x , l+-y = r 


(9) / 1/(x - l) 3 (x + 2) 5 dx , 


x- 1 r 


(d) f sinx cosx a ^ C0S 2 x + fe' S in :? x = f 

a 2 cos"x + i> 2 sin 2 x 

(e) f^-(axUb)"dx, « + + = r 


5. sinx — 5cosx = a(sinx + cosx) + £>(cosx sinx) 
e§itligini saglayan a ve b sayilanm bulunuz. 

Bundan yararlanarak 

/= f sinx-Scos*^ 
j sinx + cosx 

integralini hesaplayimz. 


(f) /— p 


(<3X 2 - &) tfx 


b t 
ax + — = t 


6 . Kismi integrasyon yontemini kulanarak ajagidaki 
integralleri hesaplayimz. 

(a) (b) / . — j 

J x 1 J (x sinx + cosx) 


J x(x+ l)...(x + m) 
oldugunu gosteriniz. 


^ , a sk In (x + k) 
L) " k\(m-k)\ 


8. A§agidaki integralleri hesaplayimz. 
a , f 2 dX 

( ' V-iJVTTI 

(b) f 

J (x- 1 )(x + 2)Vx 2 + x+ 1 

f xdO 

^ ' (x 2 - 3x + 2) V x 2 - 4x + 3 


integrant x ve Tax 2 + i?x + c ifadesinin bir rasyo- 
nel ifadesi ise Euler Bonu§iiinleri denilen a§agida- 
ki degi§ken degi§tirmeleri yapilir : 

<3 > 0 ise, V ax 2 + bx + c = t ± xVfl 

c>0 ise, 4ax 2 + bx + c - tx ± 4c 

ax 2 + bx + c-a(x~ a) (x - (3) ise 
4 ax 1 + b x + c = (x - a )t 

Buna gore, a§agidaki integralleri karsilannda yazili 
ddnu§iimlere gore hesaplayimz. 


- Vx 2 + 2x - 2 


x + V x 2 - x + 1 


4 x“ + 2x + 2 — t — x 


\lx~ - x + 1 = fx - : 


Jl-X 2 — (x - 1 )t 
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Asagidaki egitliklerin dogrulugunu gosteriniz. 


(a) [ (a 2 -x 2 )"dx= + -j”l / {a 2 -S)"~'dx 

J 2n + 1 2n+\ ■> 

(b) fe ax sm n x dx = — f — — sin " ~ 1 x (a sin x - n cos A') + -y ■ ^ [ e ax sm n ~ l x dx 

J cr + n l a~ + n~ J 

(c) f . x dx- — x" ‘ 1 -\/x 2 + a - — — - a f dx ( n # 0) 

-\ix 2 + a n n \lx 2 + a 

(d) /sin”x cos"'"ax = - — sin 11 ~ 1 x cos * 1 x + -- - --- /sin' !_2 xcos x dx ( 

J m + n m + n J 

, , f cos m x j cos" i+1 x n~m~2 f cos'”x ; / , ,, 

(e) / ax = — + — / — dx (n * 1 ) 

sin"* (n-l)sin"' x ^ ^in " ~ 


n 1 "sin ~x 
m- 1 f cos'"' 2 x , 


-^-dx (n*l) 

■’x 

dx (m 5* n) 


J sin x (m-n)sin , " 1 Jt «-n y sin"x 
12 . 11 . sorudaki bagintilardan yararlanarak a§agidaki integralleri hesaplayiniz. 


(a) j 

1 

(b) j 

f (9 - x 2 ) 3/2 dx 

( c ) J \ J i - x 2 dx 

(A) J 

(e) j 

f -^ 5 * 

A 2 + i 

(f) j 

f sin 2 x cos 4 x dx 

(g> S cos \ x 

J sin x 

(h) j 


13 . / tersi olan bir fonksiyon ve y =/"'(x) olsun. 

j f~ l (x) dx = x f~ l (x)~ j J{y)dy 

oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak agagidaki integralleri hesaplayiniz. 
(a) jarctanxdx (b) J log , x dx 

14 . / tersi olan bir fonksiyon olsun. 

fr l ( X )dx=x f- i (x)-Jx(^r l] jdx 

oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak a§agidaki integralleri hesaplayiniz. 

T . (b) flnx dx 

(a) / arcsmx dx J 

15. Asagidaki integralleri hesaplayiniz. 


f 1 5x~ - 4x - 8 1 , 

{ ) J (x - 3)(x + 4)(x - 1) 


(b) / x f* 

J (x + 2 )(x 2 - l) 


Asagidaki integralleri hesaplayiniz. 

iz)j—-TW Kdx ' 

J (2 -x ) 2 A ' 2 + Jt 


dx 

Mix - 1) 3 (x + 2) 5 


(c) J( x -2)^±Idx (d) 


A§agidaki integralleri hesaplayiniz. 

(a) J (3x 2 1 - 6 x + 5) arctanx dx (b) J (x J + l) cosx dx (c) J sinx In ( tanx) dx 




Bu boliimde, mantigi M.O. 300 yillarinda Ar§imet tarafindan kurulan fakat Ma- 
tematik dunyasina malolu§u 16. yiizyil ortalarmda Newton ve Leibnitz tarafindan 
gercekle§tirilen, belirli integral adi verilen yeni bir integral kavrammi vermeye 
9 ah§acagiz. Daha sonra bu kavramla belirsiz integral arasindaki ili§kiler ortaya 
konacaktir. 

Belirli integral kavrami, bir y = fix) egrisi. Ox ekseni ile x = a ve x = 6 dog- 
rulari tarafindan smirlanan bolgenin alanim hesaplamak icin geligtirilen bir kav- 
ram olmakla beraber, daha sonralan bir?ok alanda kullamlmaya baslanilmigtir. 

§imdi Argimet tarafindan ortaya konulan, bir bSIgeye ?okgensel bolgelerin alan- 
lari yardimiyla yakla§ma diigiincesine bir gozatalim. 

Ar§imet, r yari 9 apli bir dairenin alanim hesaplarken 0 dairenin urine, kojeleii 
? ember uzerinde bulunan, bir n- kenarli duzgiin cokgen ile kenarlan cembere te- 
get olan n- kenarli ba§ka bir diizgun ?okgen 5 izmi§; dairenin S alanimn bu iki 
gokgenin alanlan arasinda bir sayi oldugunu soylemistir. Cokgenlerin kenar sayi- 
si arttirildigmda cokgenlerin alanlarmin daire alanina yakla§acagini ifade etmi§- 
tir. 

igteki 9 okgene P n , di§taki 9 okgene Q a diyelim. gokgenlerin bir kenarmin 
yansim goren merkez a 9 imn 0 I 9 USU a„ derece olsun. 

360° 180° 

a " _ In ~ n 

olur. 


Archimedes (M.O. 287 - 212) Yunan Matematikgisi 
Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646- 1716) Alman Matematikcisi 
Isaac Newton (1642 - 1727) ingiliz Matematikcisi 
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bagmtilari elde edilir. Bu degerler, bugun cok iyi bilinen S = n r 2 sayisina ol- 
dukga yakin sayilardir. 

Bir egri altinda kalan bolgelerin alanlanna gecmeden once bazi kavram ve sem- 
bolleri tanitmaya cah§alim. 
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0 O 2 ARALSKLARSM PARCALANMASI 


integral teorisinin temel lcavramlarindan biri. parcalanma kavramidir. Simdi bu 
kavrami tamyalim. 

TAMM 
[a,b] araligini 

a < Xy < x 2 < < -Vi < b 

ozelligini saglayan a,, , Vi noktalan yardimiyla n tane alt arahga bo- 

lelira. Uygunlugunu saglamak igin a sayisini x 0 , b sayisim da x a ile goste- j 
relim. 

P — {x 0 ,X\,X2, ■■■, A'n-1 1 -V n } 

kUmesine [a,b] arahgimn bir parcalanmasi veya boliintiisii denir. 

[x 0 ,x { ] , [^!.X 2 ] , [ x «- 1-X„] 

araliklarina [a,b] nin P parcalanmasma kar?ililc gelen kapali ait araliklan, 

(X 0 , Xj) , (X| , x 2 ), • • • i (x n _i , x n ) 
araliklarina da acik alt aralildan adi verilir. 

Av k = x k -x k _| 

sayisina [,v k _i. x k ] arahgimn boyu veya olciisti denir. Alt araliklarm boy- 
lanmn en buyiigiine P pargalanmasimn normu veya maksimal capi denir, 
IIPII ile gosterilir. §u halde, 

\\P\\ = maks {Ak„ Ay 2 , A *„ } 

dir. Eger turn alt araliklarm boylan birbirlerine e§it ise bu parcalanmaya 
duzgtin parcalanma adi verilir. 

Yukandaki tammdan da anla § ilacagi gibi, bir [a,b] arahgimn sonsuz goklukta 
pargalanmasi vardir. Bu parcalanmalardan bazilannt kar§ila§tirmak mumkundur. 

TANIM 

[a,b] arahgimn iki parcalanmasi ?, ve P 2 olsun. Eger P x c P 2 ise P 2 
parcalanmasi ?! den daha ince veya daha siktir denir. 


ORNEK : [1,2] arahgimn iki parcalanmasi 

»- f. 5 3 7 -t' 


M4 : 




olsun. Bu iki pargalanmayi ve bu parcalanmalann normlanm karsilastirmiz 


267 




(yoziim : P, <z P 2 oldugundan P 2 , P, den daha incedir. ||Pj| = y , ||P 2 || = 
oldugundan, ||Pj|| > |P,|| dir. 

Bir [a,b] araliginin P, . P 2 , ,P r parcalanmalan icin, 

P,cP 2 C CP, 

ise 

r.Ms >||P f .|| 

olacagi aciktir. Yani parcalanma inceldikce normu kii^iiliir. I1PII nin sifira yakla§- 
masi demek her bir alt araligin boyunun sifira yakla§masi ve dolayisiyla alt ara- 
hklai'in sayisi olan n nin sinirsiz olarak biiyumesi yani, +°° degerine yakla§ma- 
si demektir. Bunun kar§iti dogru degildir. Yani n — » olmasi IIP!! nin sifira 

yakla§masmi gerektirmez. Ornegin, 


( n 1 , 

1 1 \ 2 

, n\ k 

, / 1 \ h_i 


\2/ 

>-y 

•'-(a) ■'/ 


pargalanmasi gozoniine ahndiginda V/i a: 2 icin IIPII = — olur. Dolayisiyla 
» — > +oo icin IIPII = ^-&Q dir. Eger P parcalanmasi duzgtin ise bu taktirde 

IIPII 0 <=> n -> 
onermesi dogrudur. 

n 

ai,a 2 , ■■■■ a„ sayilarmin toplami, kisaca, ^a,. sembolii ile gosterilir. Buna gore, 

k - 1 
n 

^ l a k -a 1 + a 2 + ..., + a ll 

k = i 

olacaktir. Burada ^ • toplama sembolii olup "sigma" diye okunur. Bu semboliin 
sagladigi cebirsel kurallar ;unlardir : 

n n n 

1) ^ [a k + b k )- + ^,b t . (toplama kurali) 

k = I k= 1 k = I 

n n n 

2 > S ( a k - h) =E a *-E b k (?ikarma kurali) 

k = 1 A= 1 k= 1 

n n 

3) £c a k -C^a k (c herhangi bir sabit) 

k=] k= 1 

n 

4) n.c (c herhangi bir sabit) 

k= i 

Bu boliimde kullanacagimiz temel toplam formiilleri a§agida verilmi§tir. Bunla- 
rm dogrulugu ttimevanm yontemi veya ba§ka cebirsel yontemlerle gosterilebilir: 
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a) ]T}k=l + 2 + 3- 


b) Z)k 2 


= 1 + 2~ + 3 + + /r 


n(n+ l)(2n+ 1) 


^ k 3 - 1 + 2 3 + 3 3 + . 


in 1 1 l 1 ^ j 1 _ n 

d) ^ k(k+ 1) = "L2 + 23 + + Mn + 1 )"/?.+ 1 


3/e 2 - 2k) toplamim bulunuz. 


Doziim : X)(3k 2 -2/c) = 3 / ,k~- 2 / jk 


- ^ 10 • 1 1 • 2 j _ 2 i2-Jl =1155- 110= 1045 

~ 6 ' 2 


/: [a,/>] -»• P fonksiyonu siirekli olsun. [a,b] araliginin 


1, * 2 i 3 x 4 x^b * P = {x 0 , X]> ..., x„} parcalanmasi icin 
Alt topIara M k = maks { f(x) : jc k _i <x<, x k } 

■ = m k = min { jTx) : jr k _ L ^ ^ a\> 


a-j x 2 -v 3 a- 4 -V 5 6 .v 

Ust toplam 



a X] a 2 a 3 *4*5 & .v 

Riemann Toplami 
(x* k olarak [xj. _ , x k ] 
araliginin orta noktalan 
alinmijtir 


n ^ 

A{f,P) = Yj m k Ax k ve 0{f,P) = lj M k^ x k 


toplamlanna sirasi ile, / fonksiyonunun P pargalanmasina kar§ilik gelen 
ve adi verilir. 

x * s [ Xk _ ] , A - k ] alt araligmda ahnan herhangi bir nokta olmak tizere 


R(f,P) = T,f<~ x t)^k 

Jt=l 

toplamina / fonksiyonunun P par^alanmasina kar§ilik gelen bir 
denir. 


Riemann toplami, x k noktalanmn secili§ine baglidir. 
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Pi igin list toplam 


Her P parcalanmasi icin 

A(f,P) < R(f,P) < U(f,P ) 
oiacagi aciktir. 

Kolayca gosterilebilecegi gibi pargalanma inceldikce alt toplamlar artar, iist 
toplamlar azahr. Bazi fonksiyonlar icin iist ve alt toplamlar farki sifira yakla§ir. 
Bu durumda Off, P) , Aff,P) ve R(f,P) toplamlan aym bir I sayisina yaklasir. 

fix) > 0 olduganda, y - fix) egrisi, 0.v - ekseni, x = a ve x = b dogrulan 
arasinda kalan bolgenin alani alt ve list toplamlar arasinda bir sayidir. 

GENEK : fix) = .v 2 fonksiyonunun P, = |l, -~,2| parcalanmasina kar§ihk gelen 

alt ve list toplamlanni bulunuz. y = x 2 egrisi, O.t - ekseni, x = 1 ve x - 2 dog- 
rulan arasinda kalan bolgenin alani hangi sayilar arasmdadir. Aym sorulan 
P-, = |l , -y. 2| parcalanmasi icin cevaplandirimz. 

Cdziim : fix) = x 2 fonksiyonu [1,2] araliginda artan oldugundan [x A ._ i? jc^.J 
araliginda en kticiik degerini x k _ , en biiyiik degerini x k noktasinda alir. 

A(/./> ! )=/(l).j + /(i.)i + /(l > i + /(Z ) i. 

4( 1+ f + f + f)=f s1 - 968 

olacagmdan bolgenin S alani icin 

1,625 <S< 3,325 
yazilabilir. P 2 parcalanmasi icin 

A(/./> 2 )=/(I)l + /(4)i- + /<4) + /<T>T 


l|, ± 2r » J9\ 63 _ , 0 ,„ 

= 4l 1+ T6 + 4 + l6) = 32-'' 968 

4(, + f 4 + « +4 ) = |I S 2,718 

4 l 16 4 16 I 32 

olur. Buna g5re, 


1,968 <S < 2,718 


yazilabilir. 

Yukandaki ornekten de gdriildiigli gibi pargalanma mceklikge alt toplam artmak- 
ta, ttst toplam azalmakta, dolayisiyla her ikisi de Riemann toplamina yakla§mak- 
tadir. Eger alt ve iist toplamlar aym bir I sayisina yakla§irsa Riemann toplami 
da aym / sayisina yakla§ir. 
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6.3 BELlRLl IMTEGRALLER 



Yukandaki limit su anlamdadn. 

Ve>0 i ? in 35 >0 TTyleki 1IP1I < 5 bajjintjsim saglayan herbir P parcalanmasi 


S/u 


QRNEKt f x 2 dx integralini hesaplayimz. 

•'O 

Coziim : [O.T] aral.g.M ept uzunluklu „ par 4 aya bolelim. Bu durumda tabir 
alt. arahgin boyu 

1 -0 _ 1 
Xk= ~iT~~^ 

birim olur. Pargalanmanm noktalari 

n v-— jc_ = — i x k~~ ' ■ • ■ ’ *n = ^ 

Xq = 0, X 1- n ’ x 2 n ' k n 

olacakur. [*,.„*,] aral.g.nda fonksiyon an W S l>k degerim enbuyOkde- 
Serini x k noktasinda alir. Buna gore. 


A{f,P) = E/(*fc-iW* = 2(-^) ' n 

k* i * =1 

= + < " _1)2 

„3 H rf 


_ in - l)n(2n- 1) (/i-1)(2h-1)_ 

~ 6^ 6 « 2 
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U(f,P) = 



n 


n 


2 


fc=l 


/t 2 


1 V' 1 2 _ 1 «(« + 1 )(2n + I ) 

" .3 6 


(ra+l)(2w+l) 

6n 2 


olur. §u halde 

(n- 1)(2»- 1) < RWp) < (»+ 1)(2«+ 1) 
6n 2 ’ 6n 2 

yazilabilir. Pargalanma diizgiin oldugundan 

l)F!l -> 0 4=> n oo 


dir. Buna gore 


lim 0 < Jim Rif, P) < Jim (” +1 X 2 ” +1 > 


6 n z 


6/r 


fx 2 dx<\ - 

3 A) 3 Jo 3 


bulunur. 


§imdi integrallenebilen fonksiyonlari karakterize eden teoremi ifade edelim: 

TEOREM 6.1 : / : [a,b] — » /? fonksiyonu sinirli olsun./nin [a,b] iizerinde 
integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter §art, her e > 0 igin, 

U(f,P) - A(f,P) < £ (Riemann §arti) 

kalacak sekilde [a,ti\ araligmin bir P pargalanmasmin varolmasidir. 


§u ana kadar tamdigimiz fonksiyonlarin hemen hepsi integrallenebilen fonksi- 
yonlardir. Integrallenebilen fonksiyonlar ile ilgili detayli bilgileri [1] ve [2] kay- 
naklannda bulabilirsiniz. Bu konuda a§agidaki teoremi ifade edebiliriz. 


TEOREM 6.2 : /: [a,b] iizerinde smirli bir fonksiyon olsun. 

(a) / surekli ise integrallenebilirdir. 

(b) / pargali siirekli ise integrallenebilirdir. j 

(c) / monoton veya iki monoton fonksiyonun farkli §eklinde yazilabiliyorsa | 
integralenebilirdir. 


Integrallenemeyen bazi fonksiyonlar da vardir. Ornegin [0,1] iizerinde 

fl, x rasyonel ise 
HO, x irrasyonel ise 

bigiminde tammlanan fonksiyon integrallenemeyen bir fonksiyondur. Gergekten 
[a,b] araligmin her P pargalanmasi igin 
n » 

A{f,P) = T,m k 6x k =Y/^k s0 

k = 1 *=1 

n » 

U(f,P ) = S AX, = XI 1 ■ = 1 " ° = 1 

k = 1 *=1 

olur. e = j- alinirsa 0(f,P)-A(f,P)=l olup e = y den kUgiik kalmaz. 


UYARI : Integralin varligi ba§ka §ey, degerinin bulunabilmesi ba§ka seydir. 
Ornegin integral! vardir, zira / surekli bir fonksiyondur. Fakat bunun 

degeri elemanter yollardan bulunamayabilir. 

§imdi belirsiz integral ile belirli integral arasmdaki iligkiyi veren teoremi ifade ve 
ispat edelim. 


C TEOREM 6A Xlategral Eesabin Temel Teoremi) : 

/, [ a,b ] iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun. 

Her x e ( a,b ) igin 
F' (x)=/(x) 

olacak bigimde surekli bir F : [ a,b ) -» R fonksiyonu varsa, 

[ b f(x)dx = F(b)-F(a) 
hi 

dir. Bu e§itlige Newton - Leibnitz Formulii adi verilir. 


Ispat: [a,b] araligmin herhangi bir pargalanmasi P = { x 0 ,x, x n > olsun. 

Diferansiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi geregince 

F(x k ) - F(x k _ ,) = F ’ <£ k ) (x k - x k _i) 

olacak §ekildeenaz bir ^ k e (x k _„x k ) noktasi vardir. Hipotezden, F ‘(x) -f[x) 
oldugundan, herbir k = 1 , 2, . . . , n igin 
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F(x,)-F(x Vi )=/ ( 4 *)ax, 


olacak bigimde en az bir % k G (x k _ v x k ) vardxr. Buradan 

n n 

E/(W Ax t 

k = I * = 1 

yazilabilir. Birinci tarafta gerekli sadelestirmeler yapilir ve x 0 = a, x„ = b 
yazilirsa 

n 

F{b)-F(a)^f(^ k )Ax k 

k= 1 

elde edilir. / integrallenebilir oldugundan IIPII — > 0 igin sagdaki toplam/nin 
[a,b] araligindaki integraline yakla§ir. Sol taraf ise P parcalanmalanndan ba- 
gimsizdir. Su halde 

F(b)-F(a) = [ b f(x)dx 
•fa 

olur. 

NOT : F '(x) -fix) egitligini saglayan F fonksiyonunu bulmak demek / nin belir- 
siz integralini bulmak demektir. Su halde / f(x)dx integralini hesaplamak icin 

Ja 

once J fix) dx belirsiz integrali hesaplanacak sonra bulunan F(x) ifadesinde x 
yerine 6nce b iist sinin, sonra a alt smir konulacak ve F(b) - F(a) farki hesapla- 

| b 

nacaktir. F(b) - F(a) ifadesi F(x) bigiminde de gosterilebilir. Yukandaki F 

Ul 

fonksiyonuna/nin ilkeli de denir. 

Zaman zaman kar§ila§acagirmz iki integral §oyle tammlamr. 


TANIM 

integrallenebilen f : [ a,b ] R fonksiyonu igin 

1) / f(x)dx - 0 
Ja 

2) [ fix )dx = - f fix)dx 

J b Ja 

Simdi yukandaki teoremin basit bir sonucu olan bir teoremi ifade edecegiz. 
Bu teoremin ispati 90k lcolay oldugundan, bir alistirma olarak okuyucuya 
birakilmistir. 


/, [ a,b ] de integrallenebilen bir fonksiyon olsun. 

(1) Integralin degeri integrasyon degi§keninden bagimsizdir, yani 


j\x)dx=j a f(t)dt- ...= J a fiz)dz 


ve c e ( a,b ) igin 


(2) I'’ f(x) dx= f f(x)dx+ f f[x)dx 

Ja J a Jr 


3 RNEK : [ x 2 dx integralini hesaplayimz. 

Jo 


<£oziim : Fix) - J x 2 dx = ~~ 


olacagmdan 


, x 3 l 3 0 3 _1 

T«*T-T-T 


JEK : / cos 3 ' 2 X sinx dx integralini hesaplayimz. 


f -, n cos x 2 5 / 2 . 

Coziim: F(x) = j cos 3/ -x sinx dx = - 5/2 - = ~J CO 




J f[x)dx integralini hesaplamak igin, turevi/(x) olan F(x) fonksiyonunu bulup, 

F(b) - F(a) farkini olu§turmak gerekiyordu. integral degisken degi§tirme yonte- 
miyle hesaplanacaksa, degi§kenler degi§tirilirken, eski degi§kene donmek is- 
tenmiyorsa, integrasyon simrlarim da degi§tirmek gerekir. Ornegin: 


figix)) g'(x)dx 
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TEOREM 6.5 : 

/ , [ ci,b ] iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun. 

f b 

(1) Herxe [a, 6] i?in /(x) > 0 ise, f{x)dx> 0 dir. 

(2) 1/ f(x)dx\< [ \j{x)\dx dir. 

Wa \ 


(1) f(x) > 0 olsun. f integrallenebilir oldugundan 


>1 rb 

lim yj/(j£W=/ j\x)dx 
IIPII-O “ v k ' Jci 


dir. Toplamdaki herbir terim pozitif veya sifir olacagindan 


f f(x)dx>0 olur. 
hi 


(2) + fix) S: 0 oldugundan 


J (|/(x)| +f(x))dx>0 =» - f{x)dx <j a \f[x)\dx 


olur. l/(x)l -/(x) 2t0 oldugundan 


-f(x))dx>0=> [ f(.x)dx< [ \f[x)\dx 
Ja J a 


bulunur. Bu ve yukandaki e§itsizlikten 

f f(x)dx\ < I \f{x)\dx 
Ja ' I J a 


TEOREM 6.6 : 

f:[-a,a] R fonksiyonu siirekli olsun. 

(a) / tek fonksiyon ise /: f.x)dx= 0 

(b) / gift fonksiyon ise j j{x)dx -2 fi,x)dx 
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I- f ,fix)dx- J fix) dx + 

J -a J -a 

/ 1 integralinde x = -t degi^ken degi§tirmesi yapilirsa, integralin degeri degi§kene 
bagh olmadigindan, 

/, = f°f(x)dx = - f f{ - t)dt= [ a f( - x)dx 
J-a Ja J 0 

bulunur. O halde 

/= / f(x)dx = f fi- x)dx + [ fix)= f [ f( - x) +/»] dx 
J -a JO JO J 0 

olur. 

(a) / tek oldugunda f(-x) = -fix) olacagindan 

/ = J fix)dx = [-fix) +f{x)]dx = Odx-O 
bulunur. 

(b) / cift oldugunda f(-x) - fix) olacagindan 

/ = / fix)dx= [ [fix)+fx)]dx=2 f fix)dx 
J-a JO JO 

bulunur. 


fix)dx- 1 +1 olsun. 
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8„4 iNTEGRALLERlN TOREWI 

§imdi integrali almadan tiirev almamiza imkan tamyan bir teorem verelim. 
TEOREM 6.7: 

f:[a,b] ~>R fonksiyonu integrallenebilir olsun. [a,b] tizerinde 

Fix) - f fit) dt 
Ja 

esitligiyle tanimlanan F fonksiyonu /nin siirekli oldugu her noktada tiirev- 
lidir ve 

F'ix)=fix) 


ispat :/ fonksiyonu x noktasinda siirekli olsun h> 0 i?in 


Fjx + h)~FQ 0 = 1 f x+ \fit)dt~ j fit) dr -/(*) 

h ' h Ja Ja J 


fit)dt\-fix) 


I + ' h dx = 1 oldugundan ,/{x) = j f* + * /(*) * yazilabilir. 


Bu durumda 



Fix 

+ h) - F{x) /(x) _ 

i r h 
h J x 





i f x + h 




= 

■u 

[/(?) -/Cv)]Vf 

olur. 

Her ik 

;i tarafin mutlak dege 

iri ahnirsa, 


I Fix 

+ h)~ 

m.jji r 

■ + h 

[fit) -/( 

x)Ur < 7 - / 

1 

h 

/U, | | h J x 


J I h J x 


yazilabilir./, x noktasinda siirekli oldugundan Ve > 0 i?in, 35 > 0 oyleki 

\r-x\<d §artim saglayan her t e [a,b] i?in |/(r) -fx)\ < e kalir. h < 5 secersek, 
\t - x\ < d olacagindan 


iFix + hlzfixf _ f(x) \ < ±f + h EC i t -„ 
h \ h Jx 


bulunur ki, bu 
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QRNEK: F{x) = J sin G 2 ) dt i?in F'(x) nedir? 


Cdziim : Leibnitz formulunden 


F'(x) = sin (j: 4 ) 2x - sin Gr 2 ) . 1 


-2x sinU 1-sinur. 


[EK: lim4r f —! — dt = 7 
x ~° x- J ° t 4 + 1 


goziim : Verilen limit 0. <» belirsizligine sahiptir. L’ Hospital kurahndan 


lim -V = lim ° f 4 t l — 

.v-o x - Jq t 4+] X~ lX 


- lim ■ . = 0 

■ < -° 2(x 4 + l) 


Bilindigi gibi a x , a 2 , ■ ■ ■> a n sayilarinm aritmetik ortalamasi 


sayisidir. Bir [a,b] araligi iizerinde tammli bir fonksiyon, genel olarak, sonsuz 
?oklukta f{x) degeri aldigmdan, bunlarin aritmetik ortalamasim bulmak bu kadar 
kolay degildir. 

Bir fonksiyonun bir arahktaki ortalama degeri kavramim vermeden, belli bir 
arahkta blgulen sicakliklarm ortalama degerini bulmaya 5 alisalim. 24 saatlik bir 
zaman araligmda, havamn sicakhgi 

T = f[t), 0sf<24 

ile verilmi§ olsun. [f = 0 gece yansi, t = 24 ertesi giiniin gece yansini gbster- 

mektedir.] Birer saatlik aralarla /(l), /(2), .,/( 24) sicakliklan dlculmu? 

olsun. Bu sicakliklarm ortalamasi, k = t k olmak iizere, 

24 24 

24 A = l i 

olacaktir. Eger soz konusu giin n e§it araliga boliinurse, ortalama sicaklik 





TANIM 

/ fonksiyonu [a,b\ araligmda integrallenebilir olsun. y -fix) in [a,b] ara- 
ligmdaki ortalamasi 

y=-T— f b f(x)dx 

b- a Ja 
sayisidir. 

y~ -r - — tf(x)dx 
b-a Ja 



egitligi 

J u f(x)dx=y.W-a) 

yazildiginda su geometrik anlam cikar : Pozitif bir fonksiyonun altmda kalan 
alan, eni b - a, boyu y olan bir dikdortgenin alamna esittir. 
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ORNEK : fix) = x 2 fonksiyonunun [0,3] arahgindaki ortalama degerini 
hesaplayiniz. 






27 = 
9 


olur, 

TEOREM 6.8 : 

/, [a,b] uzerinde surekli ise [a,b] araligmda 

f(x) = — L- f fix)dx 
J b-a Ja 

I olacak gekilde en az bir x sayisi vardir. 


Ispat : /, [a,b] de surekli oldugundan en biiyuk ve en kiictik degerini [ a,b ] deki 
noktalarda alir. Fonksiyonunun en biiyiik degeri M, en kticiik degeri m olsun. 

[a,b] de m=f[c) , M=J{d) olacak §ekilde c ve cl noktalan vardir. Buna gore 

Vxe [a,b] icin 

m < fix) < M 

yazilabilir. a dan b ye kadar integral alimrsa 

m(b - a) < ( f{x)dx < M{b - a ) 

Ja 

bulunur. Her iki taraf b-a ile boluniirse 

m < - 7 J - — [ b f{x)dx < M 
b-a Ja 

e§itsizligi elde edilir. §u halde 
m < y <M 

olacaktir. Surekli fonksiyonlann ara deger teoreminden, [a,b] araligmda 
f(x)=y 

olacak sekilde en az bir x noktasi vardir. 
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QRNEK : fix) - mx + n fonksiyonunun [a,b] arahgindaki ortalama degerini 
bulunuz. Fonksiyon bu ortalama degeri [a,b] araligmin hangi noktasinda ahr? 


y = — ^ — [ (mx + n)dx - — - — \m-^— + nx ] 
b- a Ja b~a\ 2 / a 

1 / m , 2 , m 2 \ 

= — o + nb- — a - na\ 

b-a \ 2 2 I 

= ~ — \^-(b - a)(b + a) + n(b -a)]~^-(b + a) + n 
b-a 12 J 2 

olur. 

- m , , , - a + b 

mx+ n = — (b + a) + n => x - — - — 

bulunur. Su halde fix) = mx + n fonksiyonlan ortalama degerini, [ a,b ] araligimn 
orta noktasi olan a+ J } noktasinda almaktadir. 
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TEOREM 6.9 : 

/ ve g , [ a,b ] iizerinde aym igaretli ve siirekli fonksiyonlar olsun. [a,b] 
araliginda 

! 

j f(x)g(x) dx=fic) g(x) dx 
j olacak gekilde enaz bir c noktasi vardir. 

Ispat :/ nin [a, b ] araliginda aldigi en biiyiik deger M, en kii§iik deger m olsun. 
Bu takdirde her .re [a,b] i<?in m <fix) < M olur. [a,b] de g(x) > 0 olsun. 

Bu takdirde 

mg(x) zfix) g(i) < Mg(x) 

yazilabilir. (g(x) < 0 igin bu e§itsizlik ters doner.) Buradan 

m J g(x)dx< J f(x)g(x)dx<M f a g(x)dx 

bulunur. §u halde m ile M arasinda oyle bir k vardir ki 

f fix)g(x)dx - k f g(x)dx 
Ja J a 

olur. / siirekli oldugundan m ile M arasindaki her degeri en az bir kez alir. 
Dolayisiyla fic) = k olacak §ekilde en az bir c e [a,b] vardir. 



x i dx 

( l + * 4 ) 2 


I 

8 


oldugunu gosteriniz. 

r 3 

Coziim : fix) = x, g(x)~ — almirsa, [0,1] de 

(l +jc 4 ) 


1 x A dx f 1 x 3 dx _c 


olacak §ekilde bir c sayisi vardir. 0 < c < 1 oldugundan 
0 ( 1 + .v 4 ) 2 8 


bulunur. 
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/ lx ldx+ / l-x\dx=b - a 
Ja Ja 

oldugunu gosteriniz. 
i. Her ne N igin 

r hldx -_sLa^l 

JO 2 

oldugunu gosteriniz. 

/■9 

/ Utldt= 13 
Jo 

oldugunu gosteriniz. 

/, A§agidaki integralleri hesaplayimz. 
f 2 

a) / U 3 - 3x 2 + 2x\ dx 
Jo 

b) ^Jcos 3 aI<2x 

L integrallenebilen bir / fonksiyonu igin 

f f{x)dx = (b-a) f f[a + (b- a)x\dx 
j a j o 

oldugunu gosteriniz. 

9 .. integrallenebilen bir / fonksiyonu ve k * 0 igin 
oldugunu gosteriniz. 

10„ m = 1 — a' degisken degi§tirmesini yaparak, 
m,ne N igin 

fx”(l -x) m dx= /(I -xYx m dx 
Jo Jo 

oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak 

fx 2 (l-x) l0 dx 

Jo 

integralini hesaplayimz. 
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x > 1 igin 1 + x 4 < 2X 4 e§itsizliginden yararlanarak 

~~< l Vl + x 4 dx<~J 2 
3 J\ 3 

oldugunu gosteriniz. 


a > i, f d, -l 

b) 0 < lnx < x - 1 
oldugunu gosteriniz. 


2x , 4<x< 5 ise 
20 - 2x , 5 < x < 6 ise 


fonksiyonu igin f fix) dx integralini hesapla- 

JA 


lx - 21 , - 2 < x < 1 ise 
|x| , 1 < x < 2 ise 


fonksiyonu igin j J\x)dx integralini hesaplayimz. 


a > 0 ve / fonksiyonu [0,a] uzerinde siirekli olsun. 
i) u-a-x degi§ken degistirmesini yaparak 

r m dx - r M-*) & 

Jo fix) +fia - x) Jo fix) + fia-x) ax 

oldugunu gosteriniz. 

10 r m dx= <i 

> Jo fix) + fia-x) 2 

olacagini gosteriniz. 

Hi) / 

J ° x 4 + (l-x) 4 
integralini hesaplayimz. 

Siirekli bir / fonksiyonu igin 

f fix)dx = f fi ~x)dx 
J o J - 1 

oldugunu gosteriniz. 

/ fix)dx - 3 diir. / nin tek veya cift o!u§una gore 
JO 

f° 

I fix)dx integralini hesaplayimz. 


-2 r/W 

29 . J^fix)dx = 4 olsun. [1,2] araliginda /(c) = 4 ola- 35 . rdt = x cositx olduguna gore, /(4) nedir? 


cak sekilde en az bir c noktasimn varhgim gos- 


Asagidaki fonksiyonlarm turevlerini hesaplayimz. 
a) F(x) = [ t(l + t 2 ) 20 dt 


b) F(x) = / /sini 


c) F(x)= t sin tdt 
Jo 


g) F(x)= / t cost dt 


d) F(x) = / VI +r dr 


e) F(x) = cost dt 


Asagidalci egitsizliklerin dogrulugunu gosteriniz. 

a) 1 <t -jL-dx<\ 

’ 6 Jo i +jc h> 3 


dx , 7E 

i „ ,n 6 


oldugunu gosteriniz. 


ilcinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip y =/(.v) 
egrisinin A ve 5 noktalarindaki tegetleri birbirine 
paraleldir. 

f £2* 

Ja f (x) 

integralini hesaplayimz. 


0 < x < 1 icin 

0 < sinx < x e§itsizliginden yararlanarak 
a) 0<jf sina: 2 *<y 




c) 0 < / x sinx dx : 


oldugunu gosteriniz. 


x > 0 igin 0 < sinx < x e§itsizliginden yararlanarak 

1 r 

lim — / xsinxdx = 0 


oldugunu gbsteriniz. 


I fix)dx = fix + c)dx 

Ja Ja-c 

oldugunu gosteriniz. 

Periyodu T olan bir periyodik / fonksiyonu ve her 
k tamsayisi igin 

rb rb + kT 

/ fix)dx - I fix)dx 

Ja Ja + kT 

olacagini gosteriniz. 

Asagida verilen fonsiyonlarin kar§ilannda yazili 
araliklar uzerindeki ortalama degerlerini bulunuz. 
Fonksiyon bu ortalama degeri hangi noktada ahr? 


a) fix) = 21x1, 

b) fix) = cosx , 

c) fix) = \!l - X 2 , 


/= [- 1 , 1 ] 
I = [0, 2k] 
/= [-1,13 


' 10 — Jo i +x 2 5 

c) f ~^—rdx<e- 1 

2 Jo U;c 3 


32. Siirekli/ fonksiyonu icin/(2) = 3 olduguna gore, 

lim — ~r fit) dt 

x—2 x-2 h 

limitini hesaplayimz. 


^ .. i r h du 
' ™° h lx u + vT 7? 

limitini hesaplayimz. 


fit) dt = x cos 7IX 
olduguna gore /(4) kagtir? 


Siirekli tiireve saliip ve grafigi yukanda verilen / 
fonksiyonu igin 

f fvi dx . f m dx 


ifadesini hesaplayimz. 

Yangapi 3 birim olan kiire, 
merkezinden x birim uzak- 
hkta bir diizlemle kesili- 
yor. Dairesel dik kesitin 
alamnin ortalama degeri 
nedir? 



288 


289 



290 


II. f ; R -> R fonksiyonu siirekli olsun. A§agidaki 
e§itliklerin dogrulugunu gosteriniz. 


a) f fix)dx = [ [fix) +Ji - x)\dx 
J-a J 0 


b) / fix 2 )dx = 2 / fix 2 )dx 


c) f x fix 2 )dx = 0 

J-a 


12. /, esas periyodu p olan bir periyodik fonksiyon 
olsun. 

pip tp 

/ f{x)dx-n I f(x)dx 


V.x: iqm f'(x)> 0 ve /(1) = 0 olsun. 


g(x) = [fit)dt 


fonsiyonu igin asagidaki onermelerden hangileri 
dogrudur? 

a) g tiirevlenebilen bir fonksiyondur. 

b) g, x de slireklidir. 

c) jc — 1 , y = g(x) in bir du§ey asimtotudur. 

d) g , x = 1 de yerel minimuma sahiptir. 

e) jc = 1 , g nin bir ddniim noktasidir. 

f) y = g'{x) egrisinin grafigi Ox - eksenini x = 1 


olacagim gosteriniz. 


13. f:[a,b]—>R fonksiyonu [a,b] de integrallenebilir 


F(x)=l fiOdt 

Ja 


e§itligi ile tammlanan F fonksiyonunun siirekli ol- 
dugunu gosteriniz. 


Her m reel sayisi i$in 


sin x + cos x 


oldusunu gosteriniz. 


dx = j 


14 — f Kt)dt = 1 ise fix) nedir? 
dx Jo 
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AR$tMET (M.O. 287 - 212) 

Arsimet, M.O. 287 yilinda Sicilya adasanin Sirakiiza 
sehrinde dogmustur. Arsimet’in Sirakiiza krah II. Hi- 
eron’un akrabasi oldugu samlmaktadir. Boyle olmasa 
bile krai tarafindan korundugu bilinmektedir. Bu ne- 
denle Ar§imet. parasal bir sikinti cekmeden, zamaniru 
ilme verme firsatmi bulmu§tur. Arsimet’ in zekasim 
gok erken yaslarda farkeden babasi onu yonlendirme- 
yi bilmi§tir. 

Arsimet, daha sonra Misir’in iskenderiye kentine gi- 
derek Oklit’in derslerine devam etmistir. Burada bil - 
gisini geligtirdikten sonra, iilkesine d6nmu§, dldiiriil- 
diigli giine kadar kendisini Iilkesine ve ilme vererek 
arastirmalar yapnustir. 

Yunanldar ve ortacag araplari Ar^imet'e kar§i son de- 
rece saygili davranmi§lardn\ Oniar Ar§imet’i turn 
alimlerin basi, en biiyiik geometricisi olarak goriiyor- 
lardi. Gercekten Argimet gelmij gegrnig en biiyiik lie 
matematikeiden biridir. Bunlar sirasiyla Arsimet, 
Newton ve Gauss’tur. 

Ar§imet‘in ya§ami ve oliimii hakkinda destan gibi ya- 
zilmi§ kitaplar vardir. Matematikte oldugu kadar, me- 
kanikte gelmi§ geemis en btiyiik dahilerden birisi de 
yine Ar§imet’tir. 


Tipki Newton ve Hamilton gibi, hesaplanna daldigi 
zaman, yemeklerini bile unutup yemezdi. “Bir cisim 
yerini degi§tirdigi sivi hacminin agirhgi kadar agirli- 
gindan kaybeder.” sonucunu veren iinlii bulu§unu 
yaptigi gun banyosundan difari firlarms, sokaklarda 
giplak olarak ko§mu§tur. Bu onun sivilar icin buldugu 
birinci kanundu. Bu bulu§un ilging oykusii fen ogret- 
menieri tarafindan ogrencilere anlatdmaktadir. 

Arsimet’e mekanik ilminin yaraticisi goziiyle bakihr. 
Ilkel insanlarda bile, bir ta§i veya agir bir cismi yerin- 
den kaldimiak veya yuvarlamak icin sopalar kullanil- 
mistir. Fakat yine evrenin bu gizli sirrini kaidirag ka- 
nunlanyla ilk kez aciklayan yine Arsimet olmu§tur. 

“Bana istedigim uzunluk ve saglamlikta bir cubuk ve 
bir dayanak noktasi verin, diinyayi yerinden oynata- 
ynn.” sdzli ona aittir. 

Dairenin alam, cemberin uzunlugu, kiirenin yiizey ala- 
ni ve l.acmi ilk kez yine Arsimet tarafindan bulunmu§- 
tur. 3i sayisinm hesabi yine ona aittir. 

Alan ve hacim hesaplannda buldugu yontemler uzun 
yillar kullanilmistir. En karmagik egrilerle sinirli bol- 
gelerin alanlan ve yiizeylerle sinirli bolgelerin hacim- 
leri onun bu oulujlari ve yontemleriyle hesaplanmi§- 
tir. Hatta Newton’a integral kavrami fikrini Ar§i- 
met’in bu yontemleri vermistir. 

Arjimet, dairenin cevresinin capina boliimii olan it sa- 
yisinin bulunmasi hakkinda bir yontem gelistirmis, bu 
sayinin 3 y ile 3 yj- arastnda oldugunu gostermi§- 

tir. Aym zamanda karekoklerin yaklajik degerlerini 
bulmak icin yontemler geli§tirmi§tir. Bu yontem, 
devirli ondalik gosterimleri bulan Hint’Iilere ilham 
vermi§tir. 

Arsimet, Yunanlilann matematigini geride birakmi§- 
tir. Ciinkii Yunanldar herbir sayiyi bir §ekille gosteri- 
yorlardi. Ar§imet pratik olmayan bu gosterim yerine 
yeni bir numaralama sistemi buldu. Bu sistem saye- 
sinde istenildigi kadar btiyiik sayilar yazilip soylene- 
biliyordu. 

Ar§imet M.O. 212 yihnda Sirakiiza’yt i§gal eden 
Romali askerler tarafindan blduriilmlistur. 


insanlar rakamlara benzer, bulunduklan yere gore deger kcizamr. 

Napoleon BENAPARTE 





Integrallerin Geometri, Fizik, Mtihendislik ve istatistikte cok geni§ uygulamalan 
vardir. Bu bolumde, bu uygulamalardan bazilarina yer verecegiz. 


f, [a,b] araliginda bir siirekli fonksiyon olsun. y = fix') egrisi, .v = a, x = b 
dogrulari ve Ox- ekseni tarafindan smirlanan bolgenin alanim bulalim. Bu alan, 
[a,b] araliginda fix) in isaretine gore degi§ik bicimlerde hesaplamr. 

(1) [a,/?] araliginda J{x) >: 0 olsun. [a,b] araligimn bir parcalanisim 

P = {x 0s x,,...,x n > ile gostereiim. x* k f- [x k _ , ,x k ] olsun. Hesaplanmasi istenen A 
alam, yaldasik olarak eni Av k , boyu fixf ) olan dikdortgenlerin alanlan toplamma 
esittir. Su halde 

n 

^ = S/(- v * ) aa 'a- 

t = 0 

yazilabilir. Av k lar ne kadar kiigiik secilirse yaklasiklik o kadar iyi olur. Buna 
gore, 

n 

A- lim /, f (a% )ax. 

it/ 3 "— 0 ^ 

yazilabilir. Sag taraftaki limit / nin [a,b] Uzerindeki integrali olacagmdan. 



bulunur. 


O 


y 



(2) [ a,b ] araliginda /(x) < 0 ise, sozkonusu dikdortgenlerin boylan 

- fixl ) olacagmdan, alan formiilii 

f b 

A = / -fix) dx 
seklini alacaktir. 
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(3) Eger/fonksiyonu [ a,b] arahgmin bazi yerlerinde pozitif, bazi yerlerinde 

negatif ise, fonksiyonunun pozitif ve negatif oldugu bolgelerdeki alanlar ayn ay- 
n bulunup toplanir. Ornegin/fonksiyonu (a,c) de pozitif, (c,b) arahginda negatif 
ise, 

A- f fix) dx + f - f(x) dx 

J a J c 

olacaktir. 

Yukandaki tiim alan formiillerinin hepsi bir tek formiiile 



A= f \M\dx 
biciminde verilebilir. 

Benzer §ekilde, x = u (y) egrisi, y-c, y = d dogrulan ile Oy- ekseni tarafindan 
sinirlanan diizlemse] bolgenin alam 

r (1 

A = J |k(v)! dy 


olacaktir. 



ORNEK : y = x 2 egrisi, x - 3, x - 6 dogrulan ve Ox- ekseni tarafindan 

sinirlanan bolgenin alanini bulunuz. 

Qozum : Sozkonusu alan Ox- ekseninin list tarafinda bulundugundan 

rb rb *’ 

A = / f(x) dx = / x 2 dx = ~ = 72-9 = 63 
J 3 3 3 


birimkare olur. 



ORNEK : Dordiincii bolgede, y = x 3 - 3x egrisi ile Ox- ekseni arasinda kalan 
bolgenin alanini bulunuz. 

iQdziim : Alam istenen bolgede fix) < 0 oldugundan 

A - J Q ~f (*) dx = ~ f Q U' 1 ~ 3x) dx 




olur. 


294 



ORNEK : y = x 2 - 4x + 3 egrisi, x = 2, x = 4 dogrulan ve Ox- ekseni 

arasinda kalan bolgenin alanini bulunuz. 

Cdziim : [2,3] arahginda f(x) < 0, [3,4] araliginda fix) > 0 oldugundan 

A = j -fix) dx+ f f{x) dx 

r3 r4 

= - / (x 2 - 4x + 3) dx + I (x 2 - 4x + 3) dx 

3 1 3 3 4 

= -( — -2x 2 + 3x) +(-- 2x 2 + 3x) 

3 I 2 3 3 

= 1 + ±A = 2 ^ 

3 3 3 

olur. 





ORNEK : y = ^ egrisi, x = 1 ve x = 1 it > 1) dogrulan ile Ox- ekseni 

arasinda kalan bolgenin alanini bulunuz. 

^oziim : 

A = A(r) = 3. d x - in |x| |' = lnt 

olur. §u halde herbir t sayisina pozitif bir A( t) sayisi kar§ilik gelmektedir . Bu alan 
lnr oldugundan, logaritma fonksiyonu integral yardimiyla ve dolayisiyla A(t) ala- 
ni yardimiyla da tanimlanabilir. A(t) alanina t nin dogal logaritmasi denir. Loga- 
ritmanin ozellikleri bu alanin ozelliklerinden elde edilebilir. Ornegin A{ \ ) = 0 
oldugundan 

In 1 =0, 

A(e) = 1 oldugundan 
In e-\ 

olur. 
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Bu alani hesaplarken §u yolu izlemekte yarar vardir : 

(1) y - fix) , y = g(x) egrileri ile x = a ve x = b dogrulari gizilip alani istenen 
bolge belirtilir. 

(2) Bolge iginde kalacak sekilde Ov- eksenine paralel bir serit cizilir. 

(3) §eridin ust ucundaki ve alt ucundaki egrileri tespit edilir. 

(4) Cst ucundaki egriden alt ucundaki egri cikartihp y Bst - y a)t farki bulunur. 

(5) Bulunan fark a dan b ye kadar integrallenir; yani 



integrali hesaplamr. 


ORNEK : y = x 2 + 2, y = 2x - x 2 parabolleri ile Oy- ekseni ve x = 3 dogrusu 

. tarafindan sinirlanan bolgenin alanim bulunuz. 

/ y = x 2 +2 



= 18-9 + 6= 15 
birimkare olur. 



ORNEK : y = x 2 ve x - y 2 parabolleri tarafindan sinirlanan bolgenin alanim 

bulunuz. 

£6ztim : Once parabollerin kesim noktalanm bulalim. 

P’ “ x ^ y - (-y 2 ) " =» _v = y 4 =* y = 0 ve y = 1 bulunur. y = 0 icin x = 0, 

V=y 2 

y = 1 icin x = 1 olacagindan, egrilerin kesim noktalan (0,0) ve (1 ,1) dir. 



(VF - x 2 ) dx 




br 2 


olur. 
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= 1 + 1=2 


br olur. 



ORNEK : v = Va, y = 2 +7 egrileri ile v = x dogrusu arasinda kalan bol- 
genin alanini bulunuz. 

: y = x ile y - +7, (0,0) ve (1,1) noktalarinda y = x ile y = 2 Jx 
de (0,0) ve (4,4) noktalarinda kesigir. 

Birinci bolgede ustteki egri y = 2 a/ 7, alttaki egri y = Jx dir. Ikinci bolgede 
iistteki egri y - 2 yx , alttaki egri y = a' dir. Buna gore, 


A- A l +A 7 = I (2 Va - V x ) dx + (2 V x - x ) dx 

JQ J] 



br olur 



Benzer gekilde, h ve k fonksiyonlan [c,d] ilzerinde siirekli fonksiyonlar ise, 
a- = /?(v), x - k{y) egrileri ile y - c ve y - d dogrulan arasinda kalan bol- 
genin alam 

A = jjh(y)~k(y)\dy 

olur. integrali hesaplarken sagdaki egriden soldaki egri cikanlmahdir. Bu durum- 
da mutlak degere ihtiyag kalmaz. O halde 

A= l( x «’s ~ x *°i) d y 

olacaktir. 
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ORNEK : x = 2 y dogrusuyla x = 8 - y 2 egrisi arasinda kalan bolgenin alanini 
bulunuz. 

Coziim : Dogru ile egrinin kesim noktalarmi bulalim. .v = 8 - v 2 de x = 2 y ko- 
nursa 

2y = 8 - y 2 => y 2 + 2y - 8= 0=>y,=-4, y 2 = 2 

olur. a, = 2yj = - 8 , x 2 = 2y, = 4 olacagindan, dogru ile egri (- 8 , - 4) ve (4,2) 
noktalarinda kesisir. 


A = jyr- 2y) dy - 8y - y - y 2 = 36 br 2 



olur. 

ORNEK : Bir bolgenin alt ve list sinirlarim olusturan y =/(a) ve y = g(x) egrileri 
igin /(a) - g(x) = c > 0 dir. Bu egrilerle x = a ve x = b dogrulari tarafindan 
sinirlanan bolgenin alanini bulunuz. Buldugunuz bu sonucu yorumlaymiz. 

^bztim : 

rh rb rb 

A- J [./(a) - <?(■*)] dx - J c dx -c J dx = c(b - a) 

olur. Bu, eni b - a, boyu c olan dikdortgenin alamndan ba§ka bir§ey degildir. §u 
halde bir bolgenin alt ve ust simrlan arasindaki fark sabit ise bu bolgenin alam 
eni ile boyunun carpimina esittir. 

Bu ozelligin genel hali, integral kavrami bilinmedigi halde 1635 yilinda Cavali- 
eri tarafindan ortaya konmu§tur. 

1. CAVALIERI PRENSIBi 

Eger iki bolge [a,b] araligmin her noktasinda aym yiikseklige sahipse bu iki i 
bolgenin alanlan esittir. 


Cavalieri prensibi integralin cok basit bir uygulamasidir. B t bolgesi v =/i(a), 
v = g,(.v) egrileri ile x = a, x-b dogrulari tarafindan sinirlanan bolge, B 2 de 
v =/ 2 (a), y = ^ (a) egrileri ile x = a, x = b dogrulari arasinda kalan bolge 
olsun. Her x e [a, b] igin 

f l (x)-g i (x)=f 7 (x)-g 2 (x) 
oldugunu kabul edelim. 

Alan (B , ) = j [/, (a) - g } (a)] dx = j [/, (a) - g 2 (a)] dx 
- Alan (Bo) 

olur. 
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PARAMETRIC RE 



NKLEMLERt VERILEN EGRELERIN SINIRLARIGI BQLGELERtN ALANLARI 


g ve h tiirevlenebilir iki fonksiyon olmak iizere, 

jx=g(r ) 

\y = h(r) 

parametrik denklemleri ile verilen bir C egrisi, x = a , x = b dogrulari ve 0,v- 
ekseni tarafindan smirlanan bolgenin alanini hesaplamak icin 

A- f\y\ dx 

olan formiilUnu t cinsinden ifade etmek gerekir. y = hit), dx = g\t)dt olur. t 
nin a ve b ye kar$ilik gelen degerlerine, sirasi ile, /, ve t 2 denirse 


A- f \h{f)\g\i) dt 

J, \ 

olur. Benzer sekilde verilen egri, y = c, y = d dogrulari ve Oy- ekseni tarafindan 
smirlanan bolgenin alani, t 3 ve t 4 , c ve d sayilanna karsilik gelen parametreler 
olmak iizere, 


i = /V'> 

J h 


h\t) 


dt 


olur. 


lx = a cost 

ORNEK : { parametrik denklemiyle verilen elipsin (elips tarafindan 

{y = bsmt 

cevrelenen bolgenin) alanini bulunuz. 

Cdziim i Once elipsin dortte bir parcasimn alanini bulalim. 
x = 0 igin t - ^ , x = a icin t = 0 

olacagindan 

A = 4 j K b\sint\.(-asmt)dt-4abj^ sin 2 tdt 

= 4 ab - — C ° S ^ dt - 2ab(t-\sm2t) 1 2 =nab 

J o 2 lo 

br 2 bulunur. 
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3. A§agida denklemleri verilen egri, dogrular ve Ox- 
ekseni arasinda kalan kapali bolgelerin alanlanni 
bulunuz. 

(a) v = x - + 2.v . x = - 1 , .v = 3 

(b) y =x 3 - .v , -v = - 2 , a=1 

(c) y ----- cos x - sin x , x = 0 , .r = 4- 

(c) y = 4.v - .v 2 x = 1 , x = 2 

(d ) y = tan x , x = - , a = -jr 

(e) y = sin 2 .v cos .v , x = ^ , x = dj- 

(0 y = 4f , x — 1 , x = 3 


Ck) 

y = a 4 , 

y = 32 - a 4 

(1) 

a = 8 - y 2 , 

x = y 2 - 8 

I'm) 

a = y 2 , 

a — 32 — y 2 

(n) 

a = y- - 2y - 2 , 

% = 4 + v - 2y 

(o) 

y 2 = 3a , 

y = a 2 - 2x 

(o) 

y 2 = a , 

y 2 = 2(a - 3) 

(P) 

y 2 = 6a , 

a 2 = 6y 


Asagida denklemleri verilen dogru ve egriler tara- 
findan sinirlanan bolgelerin alanlanni bulunuz. 

(a) v - a 3 , y - x 

(b) y = x 2 , y = 2 a 


4 . Asagida denklemleri verilen egriler ile Ox-ekseni 
arasinda kalan bolgelerin alanlanni bulunuz. 


(c) y = 2x 2 , y = 5 a - 3 

(?) y = a 2 + 1 , y = 2.x + 9 


(a) 

*c 

ii 

i 


(d) 

y = a - , y = 4 

(b) 

y = 25 - a 2 


(e) 

a = y 2 , y = a - 2 

(c) 

y = 6 a - a 3 


(f) 

y 2 = lx - 5 , y = a - 4 

(d) 

y = ^ 4 - A 2 


(g) 

x = 4y 2 , a + 1 2v + 5=0 




(h) 

a = y 2 , a = 4 

A§agida denklemleri verilen egriler tarafindan simr- 
lanan bolgelerin alanlanni bulunuz. 

(0 

1 ;-I r 2 

I + a 2 ' 2 

(a) 

y = a 2 , 

y = 8 - a 2 



(b) 

y = a 2 . 

y - a 3 

7. Asagida denklemleri verilen egri ve dogrular tara- 

(c) 

V = A 3 , 

y = 2x - X 2 

findan sinirlanan kapali bolgelerin alanlanni bulu- 

(?) 

y-$*. 

<N |cn 
I 

li 

nuz. 




(a) 

v = a 2 + 4 , y = a - 2 , a = - 3 , a = 0 

(d) 

y = a 3 , 

1! 

oo 

(b) 

•’*v *‘ 2 

(e) 

y = a 3 , 

y = a 1/3 



(f) 

y = a 2 + 3 , 

y = 12 - a 2 

(c) 

y = a 2 , y = a 3 , a = - 2 , a = - 1 

(g) 

y = a 3 + a , 

y = 3 a 2 - a 

(?) 

y = a 2 , y = - 1 , a = - 1 , a = 2 

(h) 

y = a 3 + 1 , 

y ss (a + l) 2 

(d) 

y — a 3 , y = - x , y = x + 6 

(i) 

y = a 4 - 4 , 

y = 3.V 2 

(e) 

y = a + 2 , y = - 3.v + 6 . y = i (2 - a) 

(i) 

V = A 3 , 

y = 2 a 3 + a 2 - 2a 

(0 

o 

ii 

<N 

II 

C-l 

1 

II 

1 

■+ 

II 

(j) 

1 

y = a- , 

y = V? 
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y - a 2 denklemli parabol, bu parabole (1,1) nok- 
tasinda teget olan dogru ve Oy- ekseni tarafindan 
sinirlanan bolgenin alanini bulunuz. 

y = a 3 - a egrisi ile bu egriye a = -1 apsisli nokta- 
da teget olan dogru arasinda kalan bolgenin alanini 
bulunuz. 

2 2 

~ + 2_ = i elipsi tarafindan sinirlanan bolgenin 
a 1 b~ 

alanini bulunuz. 

k £ N olmak iizere, v = A k ile y = x k+1 egrileri ver- 
iliyor. Bu iki egri arasinda kalan bolgenin alam A(k) 
olsun. Yj A(/c) ifadesini bulunuz. 



O 


§ekildeki v = a 2 parabolii ile y = 1 dogrusu arasinda 
kalan bolgenin alanx p , AOB ucgeninin alam q oldu- 
guna gore, p : q nedir? 

(y - a) 2 = a 3 egrisiyle a = 1 dogrusu arasinda kalan 
bolgenin alanini bulunuz. 


;v = A‘“ ' 

\ y 




/y / 


~>*c r 

v = X + 2 

X 


y = a 2 parabolii ile y = x + 2 dogrusunun kesim nok- 
talari A ve B dir. Parabol tin, AB dogrusuna paralel 
olan tegetinin degme noktasi C olduguna gore, 
parobolle y - x + 2 dogrusu arasinda kalan bol- 
genin alaninm ABC iiggeninin alamna orani nedir? 



§ekildeki tarab bolgenin alanini bulunuz. 



Sekildeki tarali bolgenin alanini bulunuz. 

y = -a 2 ~2x + 3 parabolii, bu parabole (2, -5) nok- 
tasindan cizilen teget ve y- ekseni arasinda kalan 
bolgenin hacmini bulunuz. 

.v = a cos h, y = a sin 3 ? 

astroid egrisi tarafindan sinirlanan bolgenin alanini 
bulunuz. 

a = a (t - sinr), y = <3 (1 - cosr) 

sikloid egrisinin bir yayi ile Ox- ekseni arasinda ka- 
lan bolgenin alanini bulunuz. 
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ORNEK : a yancaph bir kiirenin hacmini hesaplaymiz. 

<£oziim : Kiirenin merkezinden x birim uzaktaki dik kesitin alani A(x) olsun. Bu 
kesit bir daire olup alam 

A( x) = jd' 2 -K(a 2 - x 2 ) 
birimdir. Buna gore, 

V- f A(x)dx = it f (a 2 -x 2 ) 

Jo Jo 

, a - 3 r 4 3 

= % (<3f X % a' 

5 In 3 


olur. 

Eger hacmi istenin cismin Oy- eksenine dik kesitlerinin alani biliniyorsa [c,d] 
arahgma yerlegtirilen cismin hacmi 

V = f My) dy 

olur. 



ORNEK : Yandaki §ekilde verilen cismin Oy- eksenine dik diizlemlerle arake- 
sitleri birer yarim dairedir. Bu cismin hacmini bulunuz. 

Coziim : Ordinati y olan noktadaki kesitin alani 

A(y) = jk x 2 = -y jc (y 2 ) 2 = y y 4 

olacagindan, cismin hacmi 

V=j\(y)dy = l 

birimkiib olur. 

Donel cisimlerin hacimlerini hesaplamada belli ba§li iki yontem vardir. Simdi bu 
yontemleri verelim. 

v = fix) egrisi, x = a, x = b dogrulari ve Ox- ekseni arasmda kalan B bolgesi 
Ox- ekseni etrafinda donduriildugunde meydana gelen donel cismin hacmini 
bulalim. 

[a,b] araligindaki herhangi bir noktada dikkesit alindiginda dik kesit daima bir 
daire olur. Dik kesitin alindigi noktanin apsisi x ise dikkesitin alani 

A(x) = jt [/(.v)] 2 , a sx <,b 
olur. Kesit yontemine g6re, cismin hacmi 

V = ic (*[&)? dx 

Ja 


birimkub olur. 
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Benzer §ekilde x = g(y) egrisi, y -cvey = d dogrulan ile Oy- ekseni tarafindan 
simrlanan bolgenin Oy- ekseni etrafinda donduriilmesiyle elde edilen donel cis- 
min hacmi 


V = n 



olur. 




ORNEK : v = - 7 =- egrisi, x = 1 ve x = e dogrulan ile Ox ekseni arasinda kalan 

\ X 

bolge Ox- ekseni etrafinda ddnduriiliiyor. Meydana gelen donel cismin hacmini 
bulunuz. 


Cdziim: 


J 1 x 


dx - 7t In Lvl 


= 7U 

1 


for 3 


olur. 


ORNEK : y = lav egrisi, x ekseni, v ekseni ve v = 1 dogrusu arasinda kalan 
bolge Oy- ekseni etrafinda donduriiluyor. Meydana gelen donel cismin hacmini 
bulunuz. 

- :*> 

Cdziim : y - lnx <=> x ~ e y dir. 

V~ K J 0 [ Av)] " dy = n j Q (? y ) 2 dy ~ K <?2v dy 

1 1 1 

i 2v 7C / 2 1 \ / 1 

= n. — e \ br 

1 lo 4 


olur. 


ty 



J/i .v ~ .f C-v) 



[a i b 

~A B .v 


[a,b] arahginda 0 < g(x) < f(x) olsun. y =f( x), y = g(x) egrileri, x = <3 ve x = fo 
dogrulan tarafindan simrlanan duzlemsel bolgenin Ox- ekseni etrafinda don- 
mesiyle meydana gelen donel cismin hacmi 


V = n 



g\x)]dx 


olacaktir. Bu, ABFE bolgesinin donmesiyle elde edilen hacimden ABCD bob 
gesinin donmesiyle elde edilen hacmin Qikanlmasmdan yani 
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dx - Tt 



dx 


farkmdan ba§ka birsey degildir. 



ORNEK : y = 2-Jx, y = x 2 egrileri ile x = 1 dogrusu tarafindan simrlanan bol- 
genin Ox- ekseni etrafinda donduriilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmi- 
ni bulunuz. 


(Tozum : 

b = rc [(2 sfx ) 2 - (x 2 ) 2 ]dx 

1 5 i 1 

-it ( (4x - .v 4 ) dx = 7t (2x 2 - 4- ) 

Jo 5 I o 

= Jt(2- j) = J7t for 3 


olur. 



ORNEK : 0 < a < b olsun. Merkezi (0,fo) de bulunan a yarigapli bir member ta- 
rafindan simrlanan duzlemsel bolgenin Ox- ekseni etrafinda donduriilmesi ile el- 
de edilen donel cismin (torun) hacmini bulunuz. 

Cdziim : Verilen gemberin denklemi x 1 + (y - fo) 2 = a 2 dir. Bu egitlikten y ?ek- 
ilirse y, = fo + Ja'-x 1 =j{x ), y 2 - b -Jci'-.r = g(x) bulunur. Sozii edilen bolge 
yandaki §ekilde g6st.erilmi§tir. Buna gore istenen hacim 

V -it [ [(fo + "Jo 1 - x 2 ) 2 - (fo - \ia 2 - x 2 ) 2 ] dx 

= 47ifo [ ya 2 - x 2 dx = %nb f ~Ja 2 - x 2 dx 
J- a J 0 


= 87tfo 



dx 


= &izb(a 2 f 
Jo 


kI2 

cos 2 / dt) 


= 87ca 






birimkiib olur. 


7.4,3 KABUK YONTEMI 



v =/(x), y = g(x) egrileri ile x = a ve x - b dogrulan tarafindan simrlanan bol- 
genin Oy- ekseni etrafinda dondurUlmesi ile meydana gelen donel cismin hacmi- 
ni bulalim. 

[a,b] araligmin bir parcalanmasi P = {x 0 , Xj ,x 2 , x n _| , x„} olsun. 

Herbir [x w , x k ] arahginda bir x* se 9 elim. Boyu | fix * ) - g(x* ) |, eni Ax k olan 
dikdortgenin Oy- ekseni etrafinda donduriilmesiyle meydana gelen silindirik 
tabakanm hacmi 


306 


307 



AV k = \ kxI - nxj, j.|K)^(4)| 

= 27T.i -^-^ i.lK)-g(4)l-^ 

olur. Istenen V hacmi, yaklasik olarak bu AV k hacimlerinin toplamina esittir. 
Buna gore, 

v=2nf^ \ Xk '!p ^\\fi.4)-g(4)Wk 

k= 1 z 

olur. Pargalanma ne kadar ince alinirsa yaklasikhk o kadar iyi olur. IIP1I — ^ 0 
yapilirsa, = 4 olacagmdan 

1/ = ljjm 2 tt Yj \4\ N > " S<4 ) | ax* 

IIPII-0 * = i 

bulunur. Eger /- g integrallenebilir ise sag taraftaki limit 

rb 

2tc / lx \fix) - g(x)]| dx 
Ja 1 

integraline e§it olacagindan 

V = 2n f"\xm-g(x)]\dx 
bulunur. 

Benzer olarak x = u(y), x = v(y) egrileri, y = c ve y = d dogrulari tarafmdan 
simrlanan diizlemsel bolgenin Ox- ekseni etrafinda dondiirulmesiyle meydana 
gelen donel cismin hacmi 

rd 

V = 2nJ | v[«(y) — v(y)]|rfy 

olur. 

ORNEK : y = -x 2 + 4x - 3 parabolii ile y =x - 3 dogrusu arasmda kalan bolge 
t.v Qy- ekseni etrafinda donduriiluyor. Meydana gelen donel cismin hacmini 

bulunuz. 



olur. 
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ORNEK : v = ta egrisi, Ox- ekseni, Oy- ekseni ve y = 1 do|msu tarafmdan 
simrlanan bolge Ox- ekseni etrafinda dondiirlilOyor. Elde edilen donel cismin 
hacmini bulunuz. 

Coziim : y = lnx =*> x = e> olur. 

1 A 

V -2k \y(e y -0)|r/y = 2a | ye* dy 

= 2n(y~ l) e ' |o = 271 br 3 

bulunur. 

Aym soruyu disk yontemiyle goziip sonuglari karjilastirimz. 



ORNEK • y = sinx y = 1 , * = 0 tarafmdan simrlanan kapali bolgenin y - 1 
dogrusu etrafinda ddndiirulmesiyle meydana gelen cismin hacmini bulunuz. 

Coziim : y = sinx egrisinin donme ekseni olan y = 1 dogrusuna olan uzakligi 

\AB\ = 1 - sinx 

oldugundan 



V -71 f (1 - sin xj 1 dx = ft f (1 - 2 sinx + sin x) dx 

Jo - / ° 

- n ( nL \-2 sinx + -y (1 - cos 2x) dx 

Jo l 1 J 

rffll n, 1 

= 71 / (— - 2 sinx - -z- COS 2x) dx 

Jo 2 

_ a \nn 3 

~nir~ * + 2cos - lc _ 4 sin2 - Y ) =~n--2n 


birimkiib olur. 

Eger Ox- ekseni etrafinda dondiiriilen bolgenin simr egrisi 


\y = v(0 

bigiminde parametrik olarak verilirse, yapilacak i§ 

rb 

V -k I y 2 dx 

Ja 


integralini 
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Taban yari^api r, yiiksekligi h birim olan dairesel 
silindirlerin hacminin 

V - — nr 2 h 

birim kiib oldugunu gosteriniz. 

2 . Tabani bir ikizkenar dik U9gen olan bir piramidin 
yiiksekligi h birimdir. Tabanimn hipoteniisii -J2 a 
birim olduguna gore, piramidin hacmi ka§ birim 
kiibdiir? 

3, Yangapi r olan bir kiire merkezinden a birim uzak- 
taki bir diizlemle kesiliyor. Kesilen lciicuk parcanin 
hacminin 

V = -{r- a) 2 {2r + a) 
birimkiib olacagim gbsteriniz. 



Sekildeki cismin Ox- eksenine dik diizlemlerle ara- 
kesiti birer yanmdairedir. Cismin uzunlugu 6 birim 
olduguna gore, hacmini bulunuz. 


5, Bir cismin tabani a - 2 + y 2 £ a 2 dairesidir. Bu cismin 
Ox- eksenine dik diizlemlerle arakesitleri birer kare 
olduguna gore, bu cismin hacmini bulunuz. 

6, Bir cismin tabani, eksen uzunluklan 10 cm ve 8 cm 
olan bir elipstir. Bu cismin biiyiik eksene (asal ekse- 
ne) dik diizlemlerle arakesiti, yiiksekligi 6 cm olan 
e§kenar iicgenler olduguna gore, cismin hacmini 
bulunuz. 

7, Asagida denklemleri verilen egri ve dogrular tara- 
findan simrlanan bolgelerin Ox ekseni etrafinda 
dondiiriilmesiyle olusan done! cisimlerin hacimleri- 
ni bulunuz. 

(a) y = x~ , .v = 0, a = 5, y = 0 

(b) y = i - x 2 , y - 0 

(c) y = x*, y = a-, x -2 

(9) y = e x , ,v = 0, y = 0, x = 1 

(d) y = \!cr - a 2 , y = 0 

(e) y = VT, v = 0. a = 1 

(f) xy = 4, a=1, a = 4, y = 0 

S Asagida denklemleri verilen egri ve dogrular arasin- 
da kalan bolgelerin Ox- ekseni etrafinda dondiiriil- 
mesiyle olu§an donel cisimlerin hacmini bulunuz. 


(a) 

y = x. 

y = 4x 


(b) 

y = 2 a, 

y *= a, 

A — 1 

(c) 

y = a 2 + 3, 

y = 4 


(d) 

y = a 2 + 1 , 

y = -v + 3 


(e) 

y = 4 - a 2 , 

y = 2 - a 


(f) 

y = secA, 

y = tartv, 

A = 0. 

(g) 

y = 3a - a 2 , 

y = x 


(h) 

y 2 = 2 px, 

x — h 


(1) 

(y - a) 2 = ax, 

A ~ 0, 

y = 2< 

(i) 

V = A 2 + 2, 

y = -A 2 + 10 




9 . Agagidaki egri ve dogrular tarafmdan smirlanan 
bolgelerin Oy- ekseni etrafinda donduriilmesiyle 
meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz. 


(a) 

y = x2 > 

x - 0, 

y ~ 4 


(b) 

x = y(3 - y), 

x = 0, 

y = 1 


(c) 

y = x 3 , 

x = - 1 , 

x = 1 , 

y = o 

(d) 

y = < 2 ~\ 

x - 0, 

x= 1, 

y = 0 

(e) 

x=^A~y, 

x = 0, 

y = o 


(0 

x = 1 - y 2 , 

x = 0 



(g) 

x = y 3/2 , 

x = 0, 

y = 2 




Yukaridaki tarali bolgenin Ox- ekseni etrafinda 
donduriilmesiyle elde edilen donel cismin hacmini 
bulunuz. 



Yukaridaki tarali bolgenin Oy- ekseni etrafinda 
donduriilmesiyle elde edilen cismin hacmini bulu- 
nuz. 



Yukaridaki tarali bolgenin Ox- ekseni etrafinda 
donduriilmesiyle olu§an cismin hacmini bulunuz. 

13, y = V7, y = 2, x = 0 

tarafmdan smirlanan bolgenin 

(a) Ox- ekseni (b) Oy 1 - ekseni 

(c) y = 2 dogrusu (d) x = 4 dogrusu 

etrafinda donduriilmesiyle meydana gelen cismin 
hacmini bulunuz. 

54. y = 2x, y = 0, x = 1 dogrulan tarafmdan smirlanan 
bolgenin 

(a) x = I dogrusu 

(b) x = 2 dogrusu 

etrafinda donduriilmesiyle meydana gelen donel cis- 
min hacmini bulunuz. 

--3. Asagidaki egriler tarafmdan smirlanan bolgelerin 
kar§ilannda yazih dogrular etrafinda dondiiriilme- 
siyle meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz. 


(a) 

>’ - Jf 2 , y = 8 - X 2 

eksen x = 4 

(b) 

y = x + x 2 , y = x 2 — 1 , x = 0 

eksen y = 1 

(c) 

y = X s , y = -1 , x = 1 

eksen y = 2 

(9) 

y = 4x - x 2 , y = 0 

eksen y = 4 

(d) 

y = 1 - x 2 , y = -3 

eksen v = -3 

(e) 

2x = 4 - y 2 , 2x = y 2 - 4 

eksen x = -3 

(f) 

x = y 2 , x = 2- y 2 

eksen x - -1 

(g) 

y = . x 2 , y = 8 - x 2 

eksen y = -1 


16 . y = x 2 + 1 egrisi ile bu egriye x - 1 apsisli nok- 
tasmdan gizilen teget ve x = 0 dogrusu taramdan 
smirlanan bolgenin 

(a) Ox- ekseni 

(b) Oy- ekseni 

etrafinda donduriilmesiyle meydana gelen cismin 
hacmini bulunuz. 

17 = y = sinx, y = cosx egrileri, 

x — 0 ve x = " dogrulan tarafmdan smirlanan 

diizlemsel bolgenin Ox- ekseni etrafinda dondiiriil- 
mesiyle elde edilen donel cismin hacmini bulunuz. 

13. Asagidaki egri ve dogrular tarafmdan smirlanan 
bolgelerin Oy- ekseni etrafinda donduriilmesiyle 
meydana gelen donel cisimlerin hacimlerini kabuk 
yontemiyle bulunuz. 


(a) 

y = x 2 - 2x, 

y = 0 


(b) 

y = -it 2 , 

x = 2, 

y = 0 

(c) 

T** 

1 

4 

ii 

y = 0 


(d) 

xy = 5. 

y = -X + 6 


(e) 

*y = 2 - 

xy = 4, 

x=l, x = 2 

(0 

y-i*- 

y = 0, 

x = 2, x — 4 

(g) 

y = 3x 2 -x 3 . 

y = 0 


(h) 

y = x 3 , 

y = vx 


(i) 

y = Vx- 1 , 

y = 0, 

x = 5 


19. A§agidaki egri ve dogrular tarafmdan smirlanan 
bolgelerin Ox- ekseni etrafinda donduriilmesiyle 
olu§an donel cisimlerin hacimlerini kabuk yonte- 
miyle bulunuz. 


(a) 

x = y 2 , 

x = 0, 

y=i 

(b) 

x = y 2 - 2 y. 

x = 0 


(c) 

y = lnx. 

y = 0 

y = 1, x = 0 

(d) 

y = 4 — 2x, 

y = 4- x 

y = o 


y = 3 - x 2 parabolu, y = 3x - 1 dogrusu ve Oy- ek- 
seni tarafmdan smirlanan bolge Oy- ekseni etrafin- 
da donduriiliiyor. Meydana gelen cismin hacmini 

(a) kesit (b)disk (c) kabuk 

yontemiyle hesaplayimz. 

It. y 2 = x (x - 1) egrisinin ilmegi tarafmdan smirlanan 
bolge Ox- ekseni etrafinda donduriiliiyor. Meydana 
gelen cismin hacmini 

(a) kesit (b)disk (c) kabuk 

yontemiyle hesaplayimz. 

2 2 

= 1 elipsi tarafmdan smirlanan bolge Ox- 

(i~ b~ 

ekseni etrafinda dbndiiriiliiyor. Meydana gelen cis- 
min (elipsoidin) hacmini bulunuz. 

23 , x 2 + y 2 < a 2 dairesi x = a dogrusu etrafinda dondii- 
riiliiyor. Olugan cismin hacmini bulunuz. 

7A. x 2li + y 2l3 = a 2/3 astroid egrisi tarafmdan smirla- 
nan bolge Ox- ekseni etrafinda donduriiliiyor. Olu- 
§an done! cismin hacmini bulunuz. 


d 



Bir iicgensel bolge yarigapi a olan bir gemberin sa- 
bit AB gapma paralel olarak haraket etmektedir. Ug- 
genlerin tabanlan sabit capa dik olan kirigler, tepe- 
leri de cember diizlemine h kadar uzalcta bulunan ve 
sabit gapa paralel olan bir d dogrusu iizerindedir. 
Uggenler gapin bir ucundan diger ucuna kadar hare- 
ket ettirildiginde olugan cismin (taranan bolgenin) 
hacmini bulunuz. 
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73 EGRI UZUNLUGU HESABI 





y = /(x) esitligiyle tanimlanan tiirevli/ fonksiyonu verilmi§ olsun. Bu egrinin a 
ve b apsisli noktalari arasinda kaian pargasinm 6 uzunlugunu bulalim. 

[a,b\ araliginm bir pargalanmasi P = {x 0 , x, , . . . , x n } olsun. [A k _, , A k ] dogru par- 
galarinm uzunluklari toplami, yakla§ik olarak, egrinin i uzunluguna e§ittir. 


Ae k =\A k ^A k \ = .J(te k ) 2 + (Ay k ) 2 
olacagindan 


*=E V(A**) 2+ ( A y*) 2 = E f + ( -^ )2 *** 


yazilabilir. Buna gore. 


Ay. 

olur. ILPII —> 0 icin Ax — > 0 olacagindan — y' olur. O halde 

Ax, 


fb , 

/ Vi + (y') 2 

Ja 


dx 


bulunur. 


ORNEK : a yaricapli bir gemberin uzunlugunu bulunuz. 
^bziim : 

a yarujapli, x 2 + y 2 - a 2 semberini gozoniine alalim. 
Cemberin cevresi AB yayinm 4 katina e§ittir. Buna gore, 

l-A j + (y') 2 dx 

•M> 

olacaktir. x 2 + y 2 = a 2 oldugundan 


2x + 2y' = 0 => /=--=- , r 

y Ja~~x 


l+(y')=l+- 


dir. Buna gore 




= 4 a. arcsin — =4 a. — - 2na 

a lo 2 

birimdir. 

: v - lnx - 4- x 2 egrisinin x = 2 ve x = 4 apsisli noktalari arasindaki 
8 

parcasmm uzunlugunu bulunuz. 

Cbziim : y' = — - x olacagindan 

1+&f=1+ (i. f ) ! =l+ j_.± + Z 


<3 1 

=± + J- + *i = (± + *y 

2 x 2 16 \x 4/ 

\^kl K 



bulunur. 0 halde 


(7 + l)* = lnJ: + f 2 = >”4 + 2-ln2-i = | 


= 4 + ln2 


birimdir. 

Eger egri parcasmm denklemi 
x = g(y) , c <y <d 

biciminde verilirse, egri parpasimn uzunlugu 
rd 


[ n~ + (^) 2 dy 

Jc \! dy 


y dy ’ 

olacaktir. 

Uzunlugu bulunmak istenen egrinin parametrik denklemi 
(x = u(t) 


y = v{t) 


, t,<t<t 2 




yazilabileceginden 

VCxf + ty') 2 

bulunur. 


dt 
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QRNEK : Parametrik denklemi 
I x = a (t - sin t) 

|y = a(l - cos f) 

olan sikloidin bir yayimn uzunlugunu bulunuz. 


0<f < 2 k 


Coziim : 


x' - cost) 

at 


f =asin ' 


oldugundan 

(x') 2 + (y') 2 = a 2 (l - 2cos/ + cos 2 / + sin 2 /) 


= 2a 2 ( 1 - cos t) - 2a 2 ( 1 - ( 1 - 2 sin 2 y )) 


= 4<r sin 2 y = (2 a sin y ) 2 

olur. Buna gore, 

f 2n t f 2K t 

l- / 2a ] sin 7-1 d/ = 2a / sin~-d/ 
J o 2 Jo 2 

. 2k 

= 4a (-cos -—) = 4a. 2- 8a 

2 lo 


birim bulunur. 

Yukarida veriien yay uzunlugu formulleri gozonune alindiginda, yay diferen- 
siyelinin, egri denkleminin 

y = f(x) 

bigiminde olmasi halinde 

dl= yT + (/) 2 dx 

egri denkleminin, 

\y = y(t) 

bigiminde olmasi durumunda 
di- t /( x ') 2 + {y'f dt 


-V . ; _ ■ . ■ _ • -.j vL. j£l 



1 . A§agida denklemleri ve ug noktalannin apsisleri ve- 
riien egri pargalarimn uzunluklanni bulunuz. 


1 \ 2 / 3 

x = 0, 

x = 2 

V 

II 

w|*-* 

+ 

N> 

x = 0. 

x = 3 

(c) y = 2Vx , 

x = 0, 

x= 1 

(?) y = x 3/2 , 

x = 0, 

x = 4 

(d) 9x 2 = 4y 3 , 

x = 0, 

x = 2 V3 

, , x 3 , 1 

(e) y = T + -^. 

x= 1, 

x 2 = 3 

(0 y=\S"-x''\ 

x= 1, 

x = 9 

(g) y = (4 

x = 0, 

x = 8 

S' 

X 

II 

x = 0, 

x = 5 

« y=f(r*D 3 ' 2 . 

x = 0, 

x = 2 


x = 1, 

x = 3 

0) y=j* 2 - 4 lnx - 

x = 1, 

x = e 

00 

x= 16 

(l) y = ln(x 2 - 1), 

(m) y = ln(sinx), 

x = 2, 

it 

x = y, 

x = 5 
27t 

X= T- 

(n) y-lnx, 

X = V3 , 

x = V8 

Agagida denklemleri ve ug noktalannin ordinatlan 
veriien egri pargalarmin uzunluklanni hesaplayiniz. 

(“) , 

y = l, 

y = 2 

(b) • 

y = i» 

y = 2 


(c) x- In (secy), y = 0, y-y 

(d) x = ~y 2 -j lny, y=l, y = e 

3. 9ay 2 = x(x - 3a) 2 kapali egrisinin uzunlugunu bulu- 
nuz. 


4 . x 2 ® + y m 

bulunuz. 


a 2/3 astroid egrisinin gevre uzunlugunu 


t- v 



a x 


5, Parametre arahklan kar§ilarmda yazih egri parcasi- 


nm 

uzunluklanni hesaplayiniz. 



(a) 

x = 2r, 

y = 


-1 < i 

tsl 

(b) 

* 

n 

i 

y = 

4 3/2 
3 

VI 

o 

<2 

(c) 

x = 2(1 - cost), 

y = 

2sin/, 

0< / 

< 2jt 

(d) 

x = a cos t. 

>’ = 

a sin/, 

0< / 

< 2a 

(e) 

X = cos t, 

y = 

; / -i- sin/, 

-7t< 

t <, IX 

(f) 

x = 2 a cos t - a 

cos 2t 





y = 2 a sin/ - a 

sin 2/, 


0<r 

< 2rc 


<5. y= f Vc os t dt, X 

J -%!2 2 / 

denklemli egri pargasinm uzunlugunu bulunuz. 


7. Parametrik denklemi 

x = V3 f 2 , y = t-t i 

egri ilmeginin gevre uzunlugunu hesaplaytniz. 


olacagim gordiik. Egri denkleminin kutupsal formda olmasi halini ilerde 
Kutupsal Koordinatlar bdlumiinde verecegiz. 
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50NEL YOZEYLEEIN ALANI 


if ( 


/ 

\ 

V 

. ;\ 

€ < 

i — 


T=^ 




Donel yiizey, bir egri veya egri parcasimn, kendisiyle aym dtizlemde bulunan bir 
eksen etrafinda dbndiiriilmesiyle olu§an bir yiizeydir. Kiire, koni, silindir birer 
donel yiizeydir. 

Donel ylizeylerin alanlarmi buimamn genel yolu, verilen egri parcasim, dogru 
pargalarimn birle§imi gibi dii§tinmek, bu dogru parcalannin eksen etrafinda 
dondiiriilmesiyle olu§an kesik konilerin yiizey alanlarmi bulup bunlan topla- 
maktir. Bu alan gercek alana cok yakindir. 

Once taban yancapi r, anadogru uzunlugu t olan bir koninin yanal yiizey alanini 
bulalim. Bu koni acilmca yaricapi i olan bir daire dilimi elde edilir. Bu dilimin 
alani 

2 =Kr( 

2%C 

birimkaredir. 

Simdi taban yaricaplari . r 2 ve anadogru uzunlugu L olan kesik koninin yanal 
yiizey alanini bulalim. 

Kesik koninin yanal yiizey alani, r, yan^aph koninin yanal yiizey alani ile r 2 
yaricapli koninin yanal yiizey alaninin farkina esittir. O halde 
S = it ?') (L + L { ) - n r 2 Ly = Jt L, (rj - r 2 ) + n r, L 


olur. Diger taraftan 

h. - 

H ~ L\ + L 
olacagmdan 


=> (/'i /'■) ) L, — Lr n 


5-ti r 2 L 2 + a: r, L = nL(}\ + r 2 ) - 2k L 


f fonksiyonu [a,b] iizerinde tiirevli bir fonksiyon olsun. y - fix) egrisinin Ox- 
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusacak olan yiizey in alanmi bulalim. 

P = {.v 0 , a,, . . . , x n } , \ci,b] arahgimn bir parcalanmasi olsun. , x k ] araligina 
kar§ilik gelen egri parcasimn dondiiriilmesiyle olu§an yiizey bir kesik koniye cok 
yakin bir yiizeydir. Bu nedenle bu yiizeyin alani, yaklagik olarak 


AS k = Jt lf(.v k _i) + (fix k )l • f(x k - x k _ , ) 2 + [f(x k ) ~ fix k _ i )] 
olur. Diferensiyel hesabin ortalama deger teoreminden, [A' k _, , x k ] araliginda 
fix k )-fix k _ l )=fit k ){x k ~x l ._ 1 ) 


olacak sekilde bir t k noktasi vardir 


Ayrica Ax k 90k kii^iik se9ildiginde .x k-) ve x k noktalan da J k noktasina yaklasir./ 
surekli oldugundan/(.r k _,) ve/U k ) da/(r k ) degerine yaklasir. Dolayisiyla 

&S k = 2K\fit k )\^ + {fXt k )] 2 Ax k 

yazilabilir. Tiim yiizey alani, bu alan parcalannin toplammin WPW -> 0 icin limi- 
tine esit olacagmdan 

5 = S 27t Wh >1 V 1 + 

olur. Sagdaki toplam bir Riemann toplami oldugundan 
S = 2k t |/W|Jl+ [A*)] 2 dx 

Ja 

bulunur. y = fix) oldugundan 

rb 

S = 2n J |y|-y/l +Cy') 2 dx 

yazilabilir. 


Benzer olarak, denklemi 

x - u(y), c<y <d 

olan egri pai^asinm Oy- ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel 
yiizeyin alani 

rd 

S- 2% / lx I yl +(x') 2 dy 
Jc 

olur. 



y - f{x) , a <,x < b 

denldemli egri par§asinm y = k dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle meydana 
gelen donel yiizeyin alani ile. denklemi 

y=fix)-l(, a< x < b 

olan egri parcasimn y = 0 (t/v- ekseni) dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle mey- 
dana gelen donel yiizeyin alani aynidir. Diger taraftan (fix) + k) = fix) 
olacagmdan y = fix), denklemli egri parcasimn y = k dogrusu etrafinda dondii- 
riilmesiyle meydana gelen donel yiizeyin alani 



5 = 2n I” |/(x) - k | A /l +{f'ix)] 2 dx 

Ju 

olur. Bu formiil, kisaca 

f b 1 =r 

S = 2nj \y~k\y}l+iy') dx 


§eklinde yazilabilir. 




ORNEK : a yancaph bir kiirenin yiizey alanmi bulunuz. 

Coziim : y=Ja 2 - x 2 yan 5 emberinin Ox— ekseni etrafinda dondixrillmesiyle a 
yari 9 apli bir kiire olu§ur. 




olacagmdan 

? ? 
t 2 i x~ ar 
l + (y) =1 + — 2 = 2 — 2 

a -x a -x 
dir. Buna gore, kiire yuzeyinin alani 

S = 2n X, \ y I ^ + ' y ^ 2 dx 

= 2n f 'la 1 - x 2 a - dx 
J- a r 2 2 

a da - x 



dx = 47 ia~ 
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y 

V 

: 

y 

0 

V 


ORNEK: Denklemi 

x = v>’ , 0 < y < 2 

olan egri pargasinm Oy- ekseni etrafinda dondliriilmesiyle olusan yiizeyin alanmi 
hesaplayiniz. 


Coziim : x’ = — oldugundan 

v 2 4y 


u(I y = 1+ 1. 

4y 4y 


olur. Dolayisiyla 

S = 2n j xs!l>+(x') dy = 2% ^ 


MKdy 

2jy 


= tz f\ 1 + 4y ) 1 1 2 dy = J q (l + 4y) l/2 4 dy 


o-f ( 27 - 1 )= f* 


birimkare olur. 

ORNEK : 9 y 2 = x (3 - x) 2 egrisinin ilmegi Ox- ekseni etrafinda dondttriiluyor. 
Meydana gelen yiizeyin alanmi bulunuz. 

Ooziim ; tlmegin ust par^asmin denklemi 
y = -y (3 - x) Vx", 0 < x < 3 




olacagmdan 


S = 2*l 


= i(3x + i 2 -X-> =3n 
3 3 o 


birimkare olur. 
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ORNEK : x 2 + (y - l) 2 = 1 cemberinin v = -1 dogrusu etrafmda dbndiiriilme- 
siyle olu§an yiizeyin alanim bulunuz. 

Coziim : Cemberin list ve alt yarilarimn denklemleri sirasiyla 
y = l + Vl-x 2 ve y = 1 -Vl-x 2 


dir. Sozkonusu olan bu member parcalarmin y — -1 dogrusu etrafmda donmesiyle 
meydana gelen donel yiizeylerin alanlan toplamidir. 

Buna gore 


/* 1 — 


ii 2 f ] 


S = 2nJ JlWl 

1 

-X" + 

1 ll+-~ dx + 2k f 1 - 

vl - X 2 + 1 11 + dx 

r\ 


V 1 - x" 1 

V 1 - X- 

= 2n (2 + V 

l-x 2 

+ ? Jl V 2 1 1 Hr 


J- l 


Vl -x 2 



= 2n J ■■■■ , ^ ^ ■ dx - 87t arc sin* - Sk.ti = Sir 
_1 \i\ x 2 _ ] 

br 2 olur. 

Egri denkleminin y - fix) biciminde verilmesi halinde, yay diferensiyeli 
d t = sjl + (y') 2 dx 

egrinin * = g(y) biciminde verilmesi halinde 
dt = V 1 + Or') 2 dy 

oldugunu biliyoruz. Buna gore 
y = fix ) , a<x<b 

egri parcasmm Ox- ekseni etrafmda dondiirulmesiyle olu§an yiizeyin alani 



-v = g( y), c<y<d. denldemli egri parsasinm Oy- ekseni etrafmda dondiiriilme- 
siyle olusan donel yiizeyin alani 

S-2nj^ \x\dt 

biciminde yazilabilir. 

Egri parcasmm denklemi 

( x = u(t) 

{ t, < t < tn 

\y = v(r) 1 2 
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biciminde verilirse, bu egrinin Ox- ekseni etrafmda dondiirulmesiyle olusan 
yiizeyin alani, 


dt = fix) 2 + ( y') 2 dt 
oldugundan, 

S = 2n l)y\ x kxf + (yf dt 
olur. Buradaki turevler x ve y nin t ye gore turevleridir. 

Soz konusu egrinin Oy- ekseni etrafmda dondiirulmesiyle olusan donel yiizeyin 
alani 



fx-od-sinfl 0s( ^ 2jt 


\y = a(\ - cos f) 

sikloid parcasmm Ox - ekseni etrafmda dondiirulmesiyle olu§an yiizeyin alanim 
bulunuz. 


(x') 2 + (y') 2 = a 2 ( 1 - cos t) 2 + a 2 sin 2 t = 2a 2 ( 1 - cos t) 


2a 2 (1 - 1 + 2sin 2 y) = 4a'sin-y 


S = 2n cr(l - cos 0 J4a 2 sin 2 — dt 


= 4na 2 (l-cost)sin— dt 


-8 tc< 2 2 / sin 3 ^ dt = 1 6rca 2 f sin 3 w du 
Jo 2 J o 


l K n 

= 16 jt< 2 2 / (1 -cos^it) sinudu 
Jo 


= 167ta 2 (-cosi< + 4- cos3 “) 

3 o 3 
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13 . r, ve r 2 pozitif sayilar olsun. 




1. Ajagida denklemleri verilen egri parcalarinm Oa- 
ekseni etrafmda dondurulmesiyle olugan yuzeyin 
alarum hesaplayimz. 


(a) 

y = J* * 

2 < a < 6 

(b) 

y = x 2 . 

Osis 4 

(c) 

2 3/2 

y = j* , 

0 < .v- ^ 2 

(5) 

y = (2x - x 2 ) m . 

0 < a < 2 

(d) 

1 5 1 

y=-x-x + — - , 
5 12a 3 

1 < A < 2 

(e) 

y = }u 2 + 2) 3 ' 2 , 

0 < x < V2" 

(f) 

II 

r>\ 

0 < a < 2 

(g) 

y = tan a, 

4 4 

(h) 

y - \l2x - x 2 , 

0 < a < 2 

(i) 


1 < A < 2 

(i) 

y = x J~’ 

V a 

0 < a < a 


2 . A§agida denklemleri verilen egri parfalarmm Oy- 
ekseni etrafmda dondurulmesiyle olu§an donel 
yuzeyin alanini hesaplayimz. 


(a) 

y = a 3 , 

0 < y < 1 

(b) 

ii 

0 < y < 1 

(c) 

x = 2 % !4 -y. 

VI 

VI 

o 

(d) 

x-\y n -y'’\ 

0 <; y <; 3 

(e) 

xy - 1, 

1 < v < 2 

i 

(f) 

A = y 2y - 1 , 



3 . A§agida parametrik denklemleri verilen egri panja- 
lanmn Ox- ekseni etrafmda dondurulmesiyle olu- 
san donel yiizeylerin alanlanm bulunuz. 


(a) 

x = 1 - r, 

y = 2t m , I < t s 2 

(b) 


y - t, y3 < ts 2-42 

(c) 



(1 +r) 3/2 , -|<r<0 

(d) 

,.1,3. 

y = 2t v \ 

1 <r<3 


(e) 

a = sin 2 r, y = sinr cost, 

0<r^-| 

(f) 

x = t + sinr, y = cos r, 

0 < t < 

(g) 

a = e‘ sinr, y = e‘ cos r. 

0< ts — 
2 

Agagida parametrik denklemleri verilen egri parca- 
larimn Oy- ekseni etrafmda dondurulmesiyle olu- 
san donel yiizeylerin alanlanm bulunuz. 

(a) 

a = r 3 , y ~2t + 3, 

-1 <r< I 

(b) 

a = 2r + 1 , y = t 2 + t. 

0 < r < 3 

(c) 

x — — , y = lnr. 

~<r< 1 

t 

2 

(d) 

a = sin 2 r, y = cos 2 /, 

0 < t s 2n 

(e) 

a = 2e _t , y = e“ 2t , 

Ostsl 


5 . Denklemi x m + y m = 3 olan egrinin (4,1) ve (1 ,4) 
noktalarmi birlegtiren parcasinin Ox- ekseni etrafin- 
da dondurulmesiyle olusan yiizeyin alanim bulunuz. 


■$, x 2 + (y - l) 2 = I cemberinin Ox- ekseni etrafmda 
dondurulmesiyle olu§an yuzeyin alanim bulunuz. 

7 , 8)' 2 = x 2 - ,v 4 denklemli kapali egrinin Oa- ekseni 
etrafmda ddndiirlilmesiyle olu§an donel yuzeyin 
alanim bulunuz. 


8. x-a (2cosr - cos2r) 

V = a (2sinr - sin2r) , 0 < t < 2tc 

egri parcasinin Ox- ekseni etrafmda donmesiyle olu- 
§an donel yiizeyin alanim hesaplayimz. 


9. y=f Vr - 1 dt , lsxsv5 

denklemli egri pargasmm x- ekseni etrafmda don- 
diiriilmesiyle olusan yuzeyin alanim bulunuz. 


14 . 


10 . 



Yukarida taban yancapi r birim, yiiksekligi h birim 
olan dairesel koni verilmi§tir. Bu koninin yanal ytiz 
alaninm 

S = %r Vr 2 + h 2 

birimkare oldugunu gosteriniz. 


11 . x m + y 2/3 = a 2li astroid egrisinin ust yansmin Ox- 
ekseni etrafmda dondiiriilmesiyle olusan donel 
yiizeyin alaninm 



olacagmi gosteriniz. 


12. [a,b] c [-1,1] olsun. 

f(x) = \ll-x 2 , asxsb 

denklemli egri parcasinin Ox- ekseni etrafmda don- 
diirulmesiyle olu§an yiizey alaninm 


S = 2rt (b - a) 

olacagmi gosteriniz. Bulunan sonuc [ a,b ] araligimn 
[-1,1] i§indeki konumuna bagh midir? 


(r,,0) ve (r 2 , h) noktalarmi birlestiren dogru 
parcasinin Ox- ekseni etrafmda dondurulmesiyle 
olusan kesik koninin yanal alanim bulunuz. 



Denklemi 

y = ^(e x + e~ x ) , 0 <xs 1 

olan egri parcasinin Ox— ekseni etrafmda donduriil- 
mesiyle olusan donel yuzeyin alanim bulunuz. 


v = sin .v 



Denklemi 

y = sinA , 0 < A < JT 

olan egri parcasinin Ox- ekseni etrafmda dondurul- 
mesiyle olu§an yuzeyin alanim hesaplayimz. 
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MOMENT VE AGIRLI& MEMICEZf 

Kutlesi m olan bir par$acigin bir noktaya bir eksene veya bir diizleme gore mo- 
raenti denilince, parcacigin sozkonusu nokta, eksen veya diizleme olan uzakhgi d 
olmak iizere, 

M = m.d 

sayisi anla§ilir. Eger cisim bir parcacik degil de, kiitleleri m lt m 2 , ... m„ olan bir 
sistem ise, bu sistemin nokta, eksen veya diizleme olan uzakhklari d ] ,d 2 , ...,d n 
oldugunda sistemin momenti 

n 

M =Y/ m k d k 

k= l 

olur. Eger cisim bir egri pargasi, bir diizlem parcasi (levha) veya bir kati cisim 
gibi stirekli bir cisim ise yukaridalci toplam bir sonlu toplam olmaktan gikar. 
Boyle bir toplamda once kiitle kavramina bir anlam kazandirmak gerekir. Ise 
yogunluk fonksiyonunu tammlayarak ba§layahm. 

Bir egri parcasimn kutlesinin yay uzunluguna gore degi$me oranina, yani = a 

de 

oranina kiitlenin yogunluk fonksiyonu adi verilir. Bu durumda 
dm - o di 

olur. Benzer sekilde, momenti istenen pargacik bir levha parcasi ise, dA alan 
diferensiyeli olmak iizere 

dm - a dA 

dir. Parcacik bir kati cisim ise, dV hacim diferensiyeli olmak iizere, 
dm = a dV 

olur. Buna gore bir egri parcasi, bir diizlem parcasi veya bir kati cisim olmasi 
dummunda cismin kutlesi, sirasiyla, 

m = J odL 

m = jo dA, 


? m 



M - md 


m- J odV 

olacaktir. Bu kavramlar genelde, 50k katli integrallere ihtiyaf gosterirler. Fakat 
bir kismi belirli integralle de hesaplanabilir. 



QRNEK : x 2l3 + y 2l3 = 1 astroid egrisinin birinci bolgedeki par?asi iizerine 
yerle§tirilmis bir telin her noktadaki yogunlugu o noktamn apsisinin karesine 
e§ittir. Bu telin kiitlesini bulunuz. 

gdziim : <? (.*) = a : 2 oldugundan 

m - [ o(x)dQ= f x 2 V'l + (y') 2 dx 
Jo J o 
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L .v 

a 

1 

"\ 

-a o\ 

a 1 


ORNEK : y = \la -x 2 yari gemberi bigimindeki bir homogen telin Ox- ekse- 
nine gore momentini hesaplayiniz. 

Coziim : Cisim homogen ise yogunlugu sabittir, g(x) = k olsun. 

i +(/) 2 = t +f^ =L — ) 2 = — 

W-Jl a 2 -x 2 

oiacagindan 

M, = f yo -jT+ {y') 2 dx~ f \ia 2 -x 2 k a - Hr 

Ka La 4^? 

rO 

= ka I dx = 2 ka 2 

bulunur. 

Oyle bir (x,y) noktasi bulalim ki 
x. m = M r y.m = M x 

olsun. Bu durumda tiim kitlenin (x, y) noktasinda toplandigi dusiiniilebilir. Bu 
(*> y) noktasina cismin kittle (agirlik) merkezi denir. §u halde agirlik merkezinin 
koordinatlan 

- M v 1 f 
X = — - = — X dm 
m m J 


y =—*■ = — y dm 
m m j 

olacaktir. Agirlik merkezi hesaplanan cismin sekline gore dm hesaplamp inte- 
grate yerine konur. 

ORNEK : y = v4 - x 2 yaricemberi bicimindeki bir telin yogunlugu, her noktada 
o noktamn ordinatmin 2 katidir. Bu telin agirlik merkezini bulunuz. 

Coziim : Verilen yanm gemberin parametrik denklemi 
fx = 2 cos t 

) A ^ * 


,y = 2sin/ 


, 0 < t < ji 


dm = odU = 2 y y(x') 2 + (y') 2 = 4 sin t V( - 2sin/) 2 + (2 cos t) 2 dt 
- 8 sin/ dt 
oiacagindan 

m- f dm = f 8 sin / dt=8(- cost) = 16 
J Jo o 

bulunur. 
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v= gW+fa) 


sin y rf/ = 8 



alinabileceginden 
r b 




yazilabilir. Buradan 
V=(2Ky)A 

bulunur ki bu da ispati tamamlar. 


ORNEK : x 2 + (y - 2) 2 < I dairesinin Ox- ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle 
olugan donel cismin hacmini bulunuz. 


Cdziim : Bolgenin agirhk merkezi (0,2) noktasidir. Bu nokta Ox- ekseni 

etrafinda 360° donduruldugiinde 2 birim yaricapli bir gember olujur. Bu cem- 
berin gevresi 2nr = 2 k. 2 = 4k birimdir. Dondiiriilen dairenin alam jtr 2 = ji 
olacagindan 

V = 4n .k = 4k 2 
birimkiip olur. 


i TEOREM 7.2 

j Bir diizlemsel egrinin kendisiyle kesismeyen bir eksen etrafinda donmesiyle 
I olugan done] yiizeyin alam, bu egrinin uzunlugu ile egrinin agirhk merkezi- 
j nin donme sirasinda aldigi yolun garpimina ejittir . 


Bu teoremin ispati birinci teoremin ispatina benzer oldugundan ispati okuyucuya 
birakiyoruz. 



\ V 




(x.y) \/ 

o 
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ORNEK : Parametrik denklemi 
x = t- sinf 
y = 1 - cos t 


0 < t < 2k 


olan sikloid yayimn Ox- ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel yiizeyin ala- 
mni bulunuz. 

£oziim : 

di = -J (x) 2 + (y ' 'f dt = y ( 1 - cos t) 2 + sin 2 1 dt 
= v 2( 1 - cos t) dt = ;2 |l - j 1 - sin 2 yjj dt 

- 2|sinyj* 
oldugundan 


E= f' K d(>= f n 2 Isin dt= 2 f 
J 0 J<3 \ 2 J 0 


birim olur. 


v = — / v dm = -i— [ y \ f y dQ 

m J ' a A J M 

= — f (1 - cos t)2 sin f-dt = f- f (1 - cos t) sin f-dt 
8 Jo 2 4 Jo 2 

= — f sin 2 4- sin fr dt 

2 Jo 2 2 

= [ (1 - u 2 )du-u-JJ- 
7-1 3 . 


f ( 

1 - cos 2 ^-): 

Jo \ 

2) 


2 

-l 3 


bulunur. 

Ox- ekseninden — birim uzakta bulunan bir nokta Ox- ekseni etrafinda ddndii- 

riildiigiinde olusan gemberin gevresi 

„ „ . 2 4it 

C = 2ro- = 2k = — 



?"’i 


i 

>iw^ 

i/«4 


r i 

* m 2 
r t 

r 3 

'4 







Eksen 


birim olacagindan , donel yiizeyin alam 
br 2 olur. 

Ktitleleri, m u m,, .... m„ olan B U B 2 , ... , B n noktalarmdan olu§an bir sistemi 
dusiinelim. Bu noktalann bir eksene olan uzakliklan sirasiyla r ]t r 2 , ■■■, r„ olsun 


n 

I = mj if + m 2 rf + ... + m„ rf = £) m * r k 

k= l 

ifadesine sistemin Ox- eksenine gore eylemsizlik (atalet) moment! denir. 

Eger sistem bir egri pargasi, bir diizlem pargasi veya bir kati cisim ise yukandaki 
toplam bir sonlu toplam olmaktan gikar. Sistem kiigiik parcalara aynlip herbirinin 
eylemsizlik momenti hesaplanip IIPI1 0 igin limit ahnirsa bu bizi integrate 
gotiiriir. Bu duramda 

/= Jr 2 dm 


olur. 

Eger eylemsizlik momenti hesaplanacak olan cisim 
y =/(x), o.<x<b 

denklemli bir egri pargasi, eksen Ox- ekseni ise 
dm = add -ay \ + (y') 2 dx 
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olacagindan, egrinin Ox- eksenine gore eylemsizlik momenti 


I x = / cry 2 A / 1 + (>■') dx 

Ja 

olur. Eger egri denklerai 

x = u{t) , y = v(r) , a < t < |3 
bigiminde, parametrik olarak verilirse 

I x = I a v 2 (/)^[i/(0r+[v'(0] 2 dt 

•'a 

bulunur, 

Benzer §ekilde, egrinin Oy- eksenine gore eylemsizlik momenti 

I y = J a u 2 (r)vV(rt] 2 + [v'(0] 2 dt 



olacaktir. 

GRNEK : R yarigaph gember §eklindeki bir homogen halkamn tiim kUtlesi m 
olduguna gore, bu halkamn kendi diizleminde bulunan ve gembere teget olan bir 
eksene gore eylemsizlik momentini bulunuz. 

Coziim : Cemberin merkezi (0, R), eksen de Ox- ekseni olsun. Cemberin bir pa- 
rametrik denklemi 

x - R cos t, y = R + R sini, 0 < t< 2it 
olacagindan 

h = j Q <yy 2 Voo 2 + (y') 2 dt = aj Q R 2 ( 1 + sin tf V R 2 sin 2 + R 2 sin 2 / dt 

i-2k 

= <jR 3 / (1 + 2sini + sin 2 0 dt 
Jo 

nl f 2n ■ , 1 - COS 2 1 , 

= oR l (1 + 2 sin ? + ) dt 

Jo 2 

= 3R 3 an = ~ (2nRe)R 2 = mR 2 
olur, zira m = 2 jt R g dir. 
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Parametrik denklemi 
(x = a(t- sin/) 
\y - a{ 1 - sin /) 


, 0 ^ t £ 2 k 


olan egri biciminde kivrilmig bir telin yogunluk 
fonksiyonu a(/) = cos y olduguna gore, kiitlesi ne 


. y = a - 2 ve y = v x egrileri tarafindan simrlanan bol- 
geye yerlestirilen homogen ievhanin agirlik rnerke- 
zinin koordinatlanni bulunuz. 


v a + A /y = 1 egrisiyle koordinat eksenleri arasinda 
kalan bolgeye yerlestirilen bir Ievhanin agirlik 
merkezini bulunuz. 


y ~ x 3 , y = - x ve a = 2 tarafindan simrlanan boi- 
geye yerlestirilen bir Ievhanin her noktadaki yogun- 
Iugu o noktanm apsisine e§ittir. Bu Ievhanin kutlesi- 
ni bulunuz. 

(x,y) noktasmdaki yogunlugu y olan bir tel, para- 
metrik denklemi 

a = 2cos/, y = sin/, 0 < / < y 

olan egri parcasi biciminde kivriliyor. 

Bu telin kiitlesini bulunuz. 


. Kenar uzunluklan a ve b olan bir dikdortgenin ken- 
di kenarlarma gore eylemsizlik momentini bulunuz. 


. Ktitlesi m, yangapi R 
olan bir halkamn merke- 
zinden gecen ve gember 
diizlemine dik olan bir 
eksene gore eylemsizlik 
momentini bulunuz. 


— + 4- = 1 , x = 0 . v = 0 dogrulari tarafindan si- 
a b 

mrlanan iiggenin O.v ve Oy- eksenlerine gore mo- 
mentini bulunuz. 


Kenar uzunluklan a ve b olan dikdortgen seklinde- 
ld bir Ievhanin kenarlanna gore momentlerini bulu- 


Yancapi R, uzunlugu t ve kutlesi m olan bir daire- 

sel silindirin eksenine gore eylemsizlik momentini 
hesaplayiniz. 


y-xa -a' yanm gemberinin agirlik merkezini 
bulunuz. 

y = 2 \!x , 1 < a < 4 parabol parcasinin agirlik 
merkezini bulunuz. 

y - sinr egrisinin [0,jr] araligindaki parcasi ile Oa- 
ekseni arasinda kalan levhamn agirlik merkezini 
bulunuz. 

y = cos/ja egrisinin apsisleri -1 ve 1 olan noktalar 
arasindaki yayinm agirlik merkezini bulunuz. 


, — p = 1 elipsinin birinci bolgedeki parcasinin 

a~ b~ 

agirlik merkezini bulunuz. 


, y = a 2 ve a = y 2 egrileri tarafindan simrlanan bol- 
genin Oa- ekseni etrafmda ddndiiriilmesiyle o!u§an 
cismin hacmini Pappus - Guldin Teoremi yardimiy- 
la hesaplayiniz. 

. Yanm dairenin agirlik merkezini Pappus - Guldin 
Teoremi yardmuyla hesaplayiniz. 


UL A§agidaki limitleri hesaplayiniz. 

a) lim i -~ — + + 

"■*“ \n~+ 1 n 2 + 4 


b) lim — (sin — + sin -^- + + sin- 

«-» n \ n n 
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kalan kapali bolgenin alanim hesaplayiniz. 


2, y = ? y -2- x 2 egrileri tarafindan simr- 

1+A 2 

lanan bolgenin alanim bulunuz. 

3, Birinci bolgede y = x + 1 dogrusu, y = cosa egrisi 
ve Oa- ekseni arasinda kalan bolgenin alanim 
bulunuz. 

4, \fx + -Jy = 1 ve a + y = 1 tarafindan simrlanan 
bolgenin alanim bulunuz. 


11, v = egrisi, x = 1 ve x = e dogrulari ile Oa- 

A” 

ekseni tarafindan simrlanan bolgenin Oy- ekseni 
etrafmda donduriilrnesiyle olu§an cismin hacmini 
bulunuz. 

12< “Aym yiikseklige sahip iki cismin bir dogruya 
dik olan diizlemlerle elde edilen kesitleri esit 
alana sahip iseler bu iki cisim esit hacimlidir ” 
seklinde ifade edilen ikinci Cavalieri Prensibini 
ispat ediniz. 

12. a 2 + y 2 = R 2 gemberinin birinci bolgedeki parcasinin 
Oy- eksenine gore eylemsizlik momentini bulunuz. 
(Cemberin homogen oldugu varsayiliyor) 


£, y 2 - a 2 (1 - a 2 ) egrisi tarafindan simrlanan kapali 
bolgenin alanim bulunuz. 

2, x = y 2 ( 1 - v) egrisiyle koordinat eksenleri tarafindan 
simrlanan bolgenin alanim bulunuz. 

7. y = ( 1 - a 2 ) 4 egrisi, x = 0 ve x = y dogrulari ile 

Ox- ekseni etrafmda simrlanan bolge Oa- ekseni 
etrafmda donduriiluyor. Meydana gelen donel cis- 
min hacmini hesaplayiniz. 


a ve b pozitif sayilar olsun. 

— + 43 = [ dogrusu ile koordinat eksenleri arasinda 
a b 

kalan bolgeye yerle§tirilen homogen bir Ievhanin Oa 
ve Oy- eksenlerine gore eylemsizlik momentlerini 
bulunuz. 


Yaricapi R, merkez acisi 2a olan bir cember yayinm 
agirlik merkezini bulunuz. 


, v = In - egrisinin a = 0 ve x = In2 apsisli nok- 

e'-l 

talari arasinda kalan parcasinin uzunlugunu 
hesaplayiniz. 


Birinci bolgede v = sinx egrisi, y = 1 dogrusu ve 
Oy- ekseni erasmda kalan bolge Oy- ekseni etrafmda 
donduriiluyor. Meydana gelen donel cismin hacmi- 
ni bulunuz. 


v = y [a 4 a 2 - 1 - in (a + V a 2 - 1 )] 

, grisinin a = 1 ve a = 3 apsisli noktalari arasinda 
kalan parcasinin uzunlugunu bulunuz. 


9 . y 2 - ax o x - egrisi tarafindan simrlanan kapali 
a~ 

bolgenin Oa- ekseni etrafmda donduriilrnesiyle olu- 
§an cismin hacmini hesaplayiniz. 

JQ, y 2 - y a , a 2 + v 2 = 1 egrileri tarafindan simrlanan 

kapali bolge Oa- ekseni etrafmda donduriiluyor. 
Meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz. 


IS, x = (/ 2 - 2) sin / + 2/ cos / 

y = (2-/ 2 )cos/ + 2/sin/ 0 < / ^ ji 
denklemli egri parcasinin uzunlugunu hesaplayiniz. 

3 2 

19 , y = — — + — - egrisinin x = a ve x = 2 a apsisli 
3 a 1 4x 

noktalari arasinda kalan parcasinin uzunlugunu he- 
saplayiniz. Bu parganin Oy- ekseni etrafmda dondti- 
riilmesiyle olu§an donel yiizeyin alanim bulunuz. 
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LEONARD EULER (1707 - 1783) 

Leonard Euler 15 Mayis 1707 giinii isvigre’nin Bale 
kentinde dogdu. Bir papaz olan babasi Paul Euler de 
bir matematikgidir. Babasimn gayesi onu rahip yap- 
makti. Fakat bir yandan da ona matematik ogretiyor- 
du. 

Euler babasimn arzusuna uyarak Bale Universitesine 
girdi; teoloji ve ibranice ogrendi. Bir siire sonra Mate- 
matikte Jean Bernoulli’nin dikkatini gekti. 

Leonard Euler 1724 de ogretmenlik diplomasi aldi. 
Babasi artik kendisini tamamiyle teolojiye vermesini 
istiyordu. Fakat Bernoulli’ler onun papaz degil biiytlk 
bir matematikci olacagim soyleyince bu isranndan 
vazgecti. 

Euler ilk eserini 17 yagmda verdi. Paris Ilimler Aka- 
demisinin 1727 yihnda diizenledigi yarismaya girdi. 
Tezi odiil alamadi ama dereceye girdi. Euler daha son- 
ralari bu yarismaya defalarca girrnis 12 kez odiil ai- 
mistir. 

Eulerin Matematik hayati Newton’un oldiigii yil bal- 
lad l. 1637 de ortaya cikan analitik geometri 90 yil, di- 
feransiyel ve integral hesap 50 yil, Newton yasalan 40 
yil uygulanmig, matematikte gok ileri adimlar atilmij- 
ti. Fakat Descartes, Newton ve Leibniz uygulamali 
matematigi sistemli olarak incelememi§, analitik yon- 


temleri geometri ve mekanikte uygun olduklan nokta- 
ya kadar ilerletememi§lerdir. Diger taraftan cebir ve 
geometri epey geli§mi§ durumdaydi. 

Fermat’in galtgmalarim gozden geciren Euler bu saha- 
da oldukca ileri gali§malar gergekleftirdi. 

Euler’in ilging bir yam da algorist olu§uydu. Algorist, 
aklim ustalikla kullanarak bir yontem veya bir oyunla 
problemleri gozen kimselere verilen addir. 

Euler sadece gok zeki degil aym zamanda gok da ga- 
li§kan biriydi. 

Akil almaz bir hafizasi vardi. Tiim hesaplari sanki 
beynine yazardi. Uzun ve zor hesaplari kafasindan ya- 
par ve uzun sure hafizasmda tutabilirdi. Oliinceye ka- 
dar zekasi aym hizla galigti. O devrinin en cok eser ve- 
ren matematikgisidir. Kesin olmamakla beraber 
850-900 civarinda kitap ve yayim bulunmaktadir. 
£agda§lari ona “canli analiz” adini takmi§lardi. 28 ya- 
§inda sol gozii gorrne ozelligini kaybetti. 50 yaginda 
her iki gozu de gormez oldu. Son 17 yillik kdrliigil bi- 
le onun gali§ma azmini, bitmek tiikenmek bilmeyen 
zekasini azaltmadi. Gozlerinin kor olmasi onun ig ale- 
mindeki dii§uncelerini daha gok bilinclendirdi ve aci- 
ga vurdu. 

Euler, Geometri, trigonometrinin analitik incelenntesi, 
degijimler hesabi ve sayilar teorisi iizerine ders kitap- 
lan yazdi. Turn okullarda onun kitaplarim oktidu. 

1727 yihnda Bale Universitesinde profesor olmak 
iizere basvurdu. Olumsuz cevap ahnca Rusya'nm 
Saint Petersburg §ehrine gitti. Burada 6 yil kaldi. Daha 
sonra Berlin’e gitti. Hayatinm son 20 yilim burada ge- 
cirdi. 

Eulerin akli ve sjuuru oldiigii giin olan 7 Eyltil 1783 
giinune kadar ding ve agik kaldi. 

Bugiin matematikte sikca kullandigimiz e sayisi Euler 
tarafmdan matematige soku!mu§tur. Bu sayimn irras- 
yonel oldugu yillar sonra ispatlanmi§tir. 


Boy bir guvahn dik durmast zordur. 

Benjamin FRANKLIN 




INTEGRALLER - - 

Belirli (Riemann) integrali tanimlantrken, hatirlanacagi gibi, [o,/>] integrasyon 
araliginda / fonksiyonu da sxmrhdir. Ba§ka bir deyisle bir / fonksiyonunun bir 
araliktaki integralinden bahsedebilmek icin [a, b ] araliginda fonksiyonun da 
sinirli olmasi gerekir. Fakat bircok fonksiyon (-», a], [a, +<*) veya (- 00 , OT ) 
araliklan iizerinde tammlidir. Ayrica birgok fonksiyon da bazi noktalarda diisey 
asimtotlara sahip olup smirsizdir. Ornegin y - e~ x egrisi, x = 1 dogrusu ve Ox- 
ekseni tarafmdan simrlanan bolgenin alanini bulmak igin 

r e ~ x dx 


integralini hesaplamak gerekir. Bilindigi gibi, f{x) = e v fonksiyonu her t > 1 
igin [1 , f] araliginda integrallenebilen bir fonksiyondur. 

E&er y = — egrisi, x = -1 , x - 1 dogrulan ve Ox- ekseni arasinda kalan bol- 
x" 

genin alani hesaplanmak istenirse 




V 

i 

f 

t 

\ 

\ 

/ 


\ 

/ 


\ 

0 


1 X 


integralini hesaplamak gerekir. Eger bu integrale integral Hesabin Temel Teore- 
mi uygulamrsa 



i 


- 1 


2 


bulunur. Bu miimkiin degildir, zira alan negatif olamaz. Biraz sonra gbrecegimiz 
gibi sozkonusu olan sonlu olmayan bir alandir. Bazi durumlarda hem aralik hem 

de fonksiyon simrsiz olabilir. Ornegin y = — y egrisiyle Ox- ekseni arasinda 

(x- lr 

kalan bolgenin Ox- ekseni etrafinda dondtirulmesiyle olu§an donel cismin hacmi- 
ni bulmak igin. 


336 


337 






339 





340 


NEK’ r — — — integralinin karakterini inceleyiniz. 
' Jc, (, b-x) p 


_dx Jb-xY p " (b - atZ_ 

(. b-x) p P~ l a P~ l p ~ l 


Urn -SE-. 
t-b-Ja ( b-x) P 


(b - a) 1 ~ p 


, p< 1 ise 


t-co, /? > 1 ise 


/ . 4L_~_ in |j? - *1 = - In \b- t\+ In \b - a\ 
Jti b — x u 


olacagindan 

,i m -^- = lim-ln|fe-fl + ln|fe-al=+<» 
t-b~Ja b ' x t- b ~ 

bulunur. Su halde 


integrali p < \ i?in yakinsak, p > 1 i?in iraksaktir. 
Benzer sekilde 


integralinin p < 1 yakinsak, p> 1 icin iraksak oldugu gosterilebilir. 


tan* dx integralinin yakinsakhk durumunu inceleyiniz. 


: lim tan* = + oo oldugundan x = y noktasi bir singiiler noktadir. §u 


halde verilen integral bir ikinci ?esit genelle§tirilrni§ integraldir. 


tan* dx= / ' tan* dx+ L tan* dx 


olur. Sagdaki her iki integralin yakinsak olraasi halinde soldaki integral 
yakinsaktir. Bu integrallerden en az birinin iraksak olmasi durumunda verilen 
integral iraksaktir. 
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imtm tsstleb! 


tan x dx - lim / tan x dx- lim / dx 

, K J 0 . K J 0 COSA 


= Jim ( - InlcosAl) = lim ( - lnlcosfl ) -+ oo 

'~T lo '~f 

oldugundan verilen integral iraksaktir. 
f l dx 

ORNEK : / — —— integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 

1-jr 

Coziim : Verilen integral 


t dx , 

f° dx + r 

1 dx 

i-i ]_/- J 

- 1 1-x 2 J Q 

1-A 2 


biciminde iki integralin toplami olarak yazilabilir. 

Bu iki integral de hirer ikinci ce§it genellestirilmis integraldir 
( {> -Jk 1 : d\ .. 1 1 


dx 1 / / 1 I \ 

~x~ > -- i 2 Jt \ 1 -A 1 +X } 


= lim (- In 1 1 - a| + Injl +a|) = lim i n izl| = ( 

f - _1 I, i--l + I 1 + t\ 

oldugundan / — ~~r iraksaktir. §u halde verilen integral iraksaktir. 


f f{x)dx integralinin degeri f fix)dx integralinin t —» “ icin limiti oldugun- 
J 0 “'O ^ 

dan, serinin yakinsakligi igin I fix)dx integralini hesaplamak gerekir. Bu ba- 

zan mumkiin olmayabilir. Bu nedenle bazi yakinsaklik testleri geli§tirilmi§tir. 
Bunlann ispatlari bu kitabin kapsaminda olmayan ba§ka bilgilere ihtiyac goster- 
diginden burada ispatlarina girmeyecegiz. 

r ] 

| TEOREM 8. 1 {Kar$da§iima Tesfcl) : 

j [a, +=c) arahgi iizerinde tanimli ve siirekli / ve g fonksiyonlan 
j 0 < fix) < g(x) e§itsizligini saglasin. 

! (1) f g(x)dx yakinsak ise / t{x)dx yakinsaktir. 

! (2) [ fix) dx lraksak ise [ g(x)dx iraksaktir. 


ORNEK : j e~ x ‘ dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 

Coziim: a>1 icin a 2 > a =» -a 2 < - v =><?'< e r dir. Diger taraftan 
/ °° e~ x dx = lim f e~ x dx = lim i-e~' + e ~ 1 ) = -j 

J i i-*J\ c 

oldugundan j e ' dx yakinsaktir. Karsilastirma testinden f e' y dx yakinsaktir. 


Bir integral, hem birinci cesit genellestirilmis integralin hem de ikinci cesit 
genelte§tiri!mi§ integralin dzelliklerine sahipse, yani fonlcsiyon hem sinirsiz 
bir arable iizerinde tanimli hem de bu araligin en az bir noktasi kom§ulugunda 
smirsiz ise bu integrate liefer:! c/cSii gsn’Hes&rilinls ktegrai denir. 


GRNEK : — integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 

£Qziim : tntegrasyon arahgi simrsiz ve lim — = cc oldugundan x = 0 bir sin- 

x~ 

giiler noktadir. O halde verilen integral bir iajiincu ge§it genellestirilmis integral- 
dir. 

r dx^ = f dx^ r dx_ 

J(l x - Jo x - T J\ 

f ' (Jv 

ve Jq ~T inte S raIi traksak oldugundan verilen integral iraksaktir. 


TEOREM 8. 2 Tes&Rr : 

j Pozitif tanimli bir / fonksiyonu icin 
i lim x p fix)- c 

,-oc 

i olsun. 


I (1) 0 < c < x ve p > 1 ise j 

\ f(x)dx 

a 

yakinsaktir. 

l (2) 0 < c < » ve p < 1 ise j 

f fix)dx 

a 

iraksaktir. 

| 


ORNEK : 

r dx 


f dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 
/o V9 a 4 + 1 
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Ikinci ce§if genellestinlmis integraller icin de bazi yakinsaldik testleri vardir. 


TEOREM 8. 3 (Xarstlastsrms Test!) : 

Pozitif tammli/ for.ksiyonunun tek singular noktasi b ve her ,t e [, a,b ) icin j 

fix) < g(x) olsun. 

f h ( b 

(1) g(x)dx yakmsak ise / f(x)dx yakinsaktir. 

(2) [ f(x)clx iraksak ise j g{x)clx iraksaktir. 

Jo J(i 

ORNEK : 

I ~ — — — intesralinin yakinsakhk durumunu inceleyiniz. 

Jo x sin A' 

^oziim : 0 < .v < i?in 

— - — > — > 0 
.r sin x x 

Tt 

ve / “ — integrali iraksak olduSundan verilen integral iraksaktir. 

J o x 

Singiiler noktanm a veya ( a,b ) araligindaki bir ic nokta olmasi halinde de ben- 
zer test ifade edilebilir. 

ORNEK : 

r2 j 

/ A integralinin yakmsakldc durumunu inceleyiniz. 

h vV~i 

Cozlim : 1 < x < 2 icin 

.V 3 > x => -V 3 - 1 > V - 1 => V A' 3 — 1 > \'X - 1 => 

1 . 1 = 1 
Vx T -7T " VTT (x- i) l/2 

ve j ,^ x yakmsak oldugundan verilen integral de yakinsaktir. 

“'l yX- 1 
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TEGREM 8. 4 (Limit Test!) : 

Pozitif tanimli/ fonksiyonunun tek singiiler noktasi b ve 


lim ( b - x) p j\x) - 7 

x — b 


olsun. 


(1) 0^Y<°= ve p< \ ise / J{x)dx yakinsaktir. 

Ja 

(2) 0 < y < ve p > 1 ise [ f[x)dx iraksaktir. 

Ja 


dx 


ORNEK : J — — integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 


VI - x 


Coztim : 


lim (1 = lim (— — ^-| = lim 

x - r 


Vf-x 2 '-''ll -a- 2 / x-rU+x) \[2 


oldugundan y = - — ve p = ^r< 1 dir. Su halde verilen integral yakinsaktir. 

\l2 3 


NOT : Singiiler noktamn a olmasi halinde benzer test verilebilir. Bu durumda 


ORNEK : Gamma Fonksiyonu denilen 

r(/i)= r x "- l e- x dx 
Jo 

integralinin n > 0 icin yakinsak, n < 0 igin iraksak oldugunu gosteriniz. 
<Qoziim : Verilen integrali 

J Q x" ~ 1 e~ x dx - jf x" " 1 e~ x dx +J^ x" ~ 1 e x dx (8.9) 

biciminde iki integralin toplami geklinde yazalim. 

(1) n > 1 ise (8.9) esitliginin sagindaki ilk integral bir belirli integraldir. 
^iinkii integrant [0,1] araliginda bir stirekli fonksiyondur. Sagdaki ikinci integ- 
ral birinci cesit bir genellestirilmig integraldir. 

lim x 2 (x" ’ 1 e~ x ) = lim — = 0 

,-CC gX 

oldugundan yakinsaktir, zira p = 2 > 1 , c - 0 dir. 

(2) 0 < n < 1 ise (8.9) esitliginin sagindaki ilk integral bir ikinci ge§it 
genellestirilmig integraldir. 

lim x 1 '" (x"- 1 <?- v )= lim e~ x sl 
-v — o* .v-tr 


lim (x - a) p f(x) - y 

x cC 

limitini gozoniine aimak gerekir. 


ORNEK : / sin ," Y - dx integralinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 

Jo 

^ozum : 

i im (*_0) 2 ^=lhn^=l 

.v- 0 * x 3 x — 0 + X 

olur. p = 2 > 1 ve y = 1 oldugundan verilen integral iraksaktir. 

Ucuncii cesit genellegtirilmig integraller, birinci ve ikinci cegit genellegtirilmig 
integrallerin toplami biciminde yazilabileceginden, bunlarin yakinsakligi icin 
toplamdaki herbir integralin yakinsak olmasi gerekir. 


oldugundan bu integral yakinsaktir, zira p=\-n<\ dir. ikinci integral birin- 
ci ge§it bir genellestirilmis integral olup yakinsaktir. 


(3) 


n ~ 0 icin (8.9) egitligi 





x 


bigimini ahr. 

lim — — - lim e~ x - 1 

.v-CT x x — . o + 

oldugundan birinci integral iraksaktir. Su halde F(/?) integrali n = 0 icin irak- 
saktir. 


(4) n < 0 olsun. 

lim x(x"~ 1 <?" ') = + oo 

-V - (X 

oldugundan (8.9) un sagindaki ilk integral iraksaktir. Su halde r(/i) integrali 
n > 0 igin yakinsak, n < 0 icin iraksaktir. 
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A§agidaki integrallerin cinsini belirtiniz. 


a) 

r dx 

^ 1 + cos 2 X 

b) 

f e' 3v dx 
do 

c) 

fi I— 

/ ^~dx 
d] lnx 

9) 

r ^ 

do X 

d) 

r ‘- c ° s2jc & 

do x 

e) 

/ ^—dx 
do X 

f) 

/ sinx dx 
do 

g) 

dx 

do 9 x 2 — i 

h) 

r dx 

1 ) 

f 1 

do x - 2 

■'O x 2 -x 


A§agidaki integrallerin yakinsaklik durumlanni 
inceleyiniz. Yakinsak olanlann degerini bulunuz. 


i: 


dx 

1 r 3 


c) to 
0 J, 


xyx - 1 
e _Y sinx dx 
dx 


e x{ lnx)' 

•) to 

* i 

n /: ; 

-) f * 


xe~ x dx 

dx 
J 0 x 4 x 


0 COS X 
1 


VI -x" 
dx 


s) il 

r) f -f 
Jo x ~-4 

Ato 


rdx 


dx 


b > r^T 

l+x 2 

9 ) J Q x e~ x dx 

e) f 4 * 

1,1 X" 

, f 00 arctanx , 

s) A 

i) / ■ — dx 

di x 4 +l 

« r_*. 

« «'+ 1 

-jT * 


x vTnx 


o) /-^ 
do 1 _ v 3 


dx 

„3 


»/: 

* ft 
.) r & 

do 


Vx to- 


ri > 0 olsun. Jx p dx integralinin yakinsak olmasi 

19m gerek ve yeter gartin p > -1 oldugunu gosteri- 
niz. 

a > 0 i9in a§agidaki integralleri hesaplayimz. 

a) / e~ ax dx b) / A av sin fox dx 

do do 

A§agidaki integrallerin yalcinsakligim karsila§tirma 
testinden yararlanarak inceleyiniz. 

a) 

vV+i 

0 r dx 

do 


/ 


4 + e r 
dx 


dx 


1 x“ + lnx 
dx 


0 to 


•ve - -X 

dx 


vFnr+ 1 


« /to 

l+x j/ 

to 
e) L 

g) Jo 

•>/„' 


x--4x + 5 


dx 


Vx + x 
sinx 


dx 


A§agidaki integrallerin yakinsak oldugunu gos- 
teriniz. 

a) f ----- - - dx b) [ lnxln(l+x)dx 

do (1+JC) 2 do 

c) /«’ J $=? U 5) / TET* <p>-1) 

y = x~ 1 ; 2 , y = ~ x‘ 1 ' 3 egrileri ile x = 1 dogrusu 
arasmda kalan bolgenin alanini bulunuz. 

1 4 

Birinci bolgede y = ■— ve y = — — egrileri arasmda 
x“ x” 

kalan bolgenin alanini hesaplayimz. 

/ fonksiyonu (-<», cc ) iizerinde siirekli ve J j(x)dx 
integral! yakinsak olsun. 

/ OO PCO 

fix)dx - 2 f[x)dx 
b) / tek ise j fix) dx = 0 
olacagini gosteriniz. 


f e ax cos bxdx intearalini hesaplayimz. 
do 

Agagidaki integralleri yakinsak yapan p ve q 
sayilarim bulunuz. 

a) f x p {l-x 2 Y 
do 

»> l! 


dx 


xHlnx)” 

yos -j nr 

/ e~*' dx = — — — oldugu biliniyor . 
do 2 

A§agidaki e§itliklerin dogrulugunu gosteriniz. 

a) [ ^-=rdx--fiK 
do V 7 

b) l 

f — dx — integralinin yakinsak olmasi icin gerek 
•' 2 x( lnx) p 

ve yeter §artm p > 1 oldugunu gosteriniz. 


x ~ tanf dbniigumu yardimiyla 


dx 


a tor 


2 ’ 


n - 1 we 


1 . 3 . 542 ^ 131 . 4 , n>i tse 


[ 24 . 6 . .( 2 n - 2 ) ' 2 
oldugunu gosteriniz. 

Asagidaki e§itliklerin dogrulugunu gosteriniz. 

a) r (1) = 1 

b) Hern ed? + 19m F(n+ 1 ) = nT{n) 

c) Her ns N i9in f(n-t-l) = n! 


7. / <?~ 

do 


-2^- e§itliginden yararlanarak 


ifadelerini hesaplayimz. 


Asagidaki integralleri 

r fonksiyonundan yararla- 

narak hesaplayimz. 


a) f x 2 e~ x dx 
do 

b) / v ‘7 e _ Y dx 

•dO 

c) / x 2r dx 
do 

C) /' 4 - 

do V- lnx 

a > 0 ve n > 0 icin 



r e - ax x n - l dx = a-"r(n) 

do 

oldugunu gosteriniz. 


, r > 0 igin 

/V*.i r(l 

do /• \ r 

oldugunu gosteriniz. 


B = {(x,y) : x & 1 ve 0 < y < -j } 

bolgesinin alanimn sonsuz oldugunu gbsteriniz. Bu 
bolgenin Ox- ekseni eti-afmda dbndurtilmesiyle 
olu§an cismin hacminin sonlu oldugunu gbsteriniz. 

y - — , x > 1 
x 

denklemli egrinin Ox- ekseni etrafinda dondiiriilme- 
siyle olusan donel yiizeyin alaninm sonsuz oldugu- 
nu ispatlayimz. [Ytizey alam sonsuz, fakat hacmi 
sonlu olan bu donel yiizeye Gabriel Borusu adi ve- 
rilir.l 


Gabriel borusu 
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G. F. E. RIEMANN (1826 - 1866) 

Bir Luteryan papazmm alti gocugundan ikincisi dan 
Riemann. 17 Eyliil 1826 giinii Hannover'in bir koy un- 
cle dogdu. Riemanivm cocuklugu yokluklar icinde 
gecti. Biicok yazar Riemann ve kardeslerinin hastahk- 
larim ve geng yasta olmelerini, kalitimsal bir hastaliga 
degil de. kiicukken iyi beslenemedikleri gercegine 
baglarlar. Ornegin anneleri daha cocuklar buyiimeden 
olmii§tu. 

Riemann gencliginden beri gekingen oldugu icin kim- 
seye giivenmemi§. bir toplulukta konusmaktan veya 
dikkatieri kendi iizerine cekmekten kaginmijtir. 
Riemann ilk derslerini evde babasindan alniistir. Daha 
ilk derslerinde bitmek . ttikenmek bilmeyen bir ogren- 
me arzusu gosterdi. Once tarihle i§e ba§ladi. 6 yasma 
gelince matematik yetenegi sivrilmeye ba.jladi. O tiim 
problemleri cozmekle kalmiyor. zor problemler hazu- 
layarak lcardeslerini gtig duruma sokuyordu. Yaratici 
zeka o ya§larda kendini gosteriyordu. On yasina gelin- 
ce Schulz adindaki bir ogretmenden yiiksek aritmetik 
ve geometri dersleri aldi. Kisa bir siire sonra ogretmen 
bilgice ogrenciden geride kaldi. Ciinkii Riemann bg- 
retmeninden daha iyi ve dikkat cekici cbziimler bulu- 
yovdu. 

14 yasmda Gymnasium ‘un iigiincti sinifina girmek 
iizere biiyiik annesinin yanma gitti. 

Riemann daha lise yillarinda her seyin tam olmasim 
istiyordu. Bu ozellik onun eser yaymlamasim yava§la- 
tiyordu. Fakat yaymladigi eserler tam anlamiyla ku- 
sursuzdu. 


Lise miidtirU Schmalfus Riemann’in matematikteki 
yetenegini gorerek, kendi ozel kiitiiphanesini onun 
emrine sundu. Once Legendrehn Sayilar Teorisi adh 
eserini okudu. 859 sayl'a olan bu eser oldukga zor ve 
diigiinmeyi gerektiriyordu, Riemann 6 gun sonra kita- 
bi gerdi verdi. Mtidiir "Nereye kadar okuyabildin?” 
diye sorunca. Riemann “Degeiii bir kitapti. Tiimiinii 
okudum.” diye qevap verdi. Soyledikleri dogruydu. 
Ciinkii aylar sonra yapilan bir sinavda bu kitaptan so- 
rulan zor bir soruyu tam olarak yapnnsti. Riemann 'in 
asal sayilara verdigi bnem Legendre'm bu kitabiyla 
ba§lar. Riemann’in en derin ve en kuvvetli galismala- 
nndan biri verilen bir sayidan kiigiik kalan asal sayila- 
nn sayisim yaklajik olarak veren formiilii bulmasidir. 
Bu ara^tirma 8 sayfalik bir calijma olup Berlin akade- 
misinin aylik notlannda basildi. 

Riemann lise yillarinda sadece Legendre'm eserini 
okumakla kalmadi. Euler'in eserlerini de inceledi. 
1845 yillarinda Euler'in eserlerinin rnodasi gegtigi 
halde o bunlardan cok yararlandi. Euler'den sonra 
Gaus, Abel ve Cauchy gok yenilikler yapmislardi. 
Euler’in eserleri onu iyi bir analizci yapti. Matematik- 
te biiyiik buluslara goturdii. 

Riemann daha sonra Jacobi. Dirichlet, Steiner ve 
Einstein’in yaninda yeni matematigi bgrenmek igin 
Berlin’e gitti. Burada bircok konu iizerinde calisti. 
Riemanivm matematige yaptigi en onemli hizmeti 
karmasik fonksiyonlar iizerine yaptigi ga!i§masidir. 
Bu galismayi 21 ya§inda yapmi§tir. Riemann, mate- 
matik digmda ba§ka konularla da ilgilemnigtir. Felse- 
fe. manyetik ve elektrik alanlan bunlarin basmda ge- 
lir. 

Riemann kiigiik gapta bir kitap olacak kadar eser yaz- 
di. Fakat yazdigi hersey biiyiik yenilikler iceriyordu. 
Eger beden yapisi zayif olmasaydi daha cok $ey yapa- 
cakti. 

Rienrann'i bltimsiiz yapan gali§malardan biri de kendi 
adiyla amlan Riemann Geometrisidir. 

Riemann 20 Temrnuz 1866 da hayata gozlerini yum- 
du. Oldiigiinde 39 yasmdaydi. 


Bir ulus savas alanlannda ne kadar zaferler elde ederse etsin, o zaferin sii- 
rekli sonuglar vennesi, ancak ki'dtiir ordusityla mimkimdilr. 

ATATURK 



KUTU PSAL SKOOROlM ATLAR 



Kartezyen koordinat sisteminde bir P(x, y) noktasi alalim. Bu noktamn 0(0,0) 
noktasina olan uzakhgi r, [OP] dogru parcasinin Ox-ekseniyle pozitif ybnde 
yaptigi acintn olctisu cp ile gosterilirse 

x = r cos (p (91) 

y = r sin 9 


olur. Bu (r,<p) ikilisine P noktasmin kutupsai koordinatlan, O noktasina kutup 
noktasi, 9 agisina kutup agist, O.r- eksenine de kutup ekseni adi verilir. 


Bilindigi gibi diizlemde herbir noktamn bir tek kartezyen koordinati vardir. 
Halbuki kutupsai koordinatlarda durum boyle degildir. Herbir noktamn birden 
fazla kutupsai koordinatlan vardir.Ornegin (r, 9 ) bir noktamn kutupsai koordi- 
natlan ise (r, 9 + 2jt) , (r, 9 + 4ji), ... , (r, 9 + 2kn) koordinatlan da aym nok- 
tanin kutupsai koordinatlandir. 

Bir (r, 9 ) sayi ikilisini bir noktamn kutupsai koordinatlan olarak gozontine ala- 
bilmek icin bazi kabullere ilr yag vardir. Bunlar §unlardir : 

1 ) (r, 9 ) bir P noktasmin kutupsai koordinatlan ise her ke Z icin 

(r, 9 + 2/ar) de P noktasmin kutupsai koordinatlandir. 


2) (r, 9 ) bir P noktasmin kutupsai koordinatlan ise 

(-?•, 9 + ji) de aym noktamn kutupsai koordinatlandir. 


Yani (-r, 9 ) ile (r, 9 + 71 ) aym noktayr gosterir. 

3) Her 9 icin (0, 9 ) koordinatlan kutbun (orijinin) kutupsai koordinatlandir. 





Cozum : 

- n o V2 [k 
x = r costp = 2 cos — = 2 . — - v « 

y = r sincp = 2 sin -j = 2. = t/2 

oldugundan A noktasimn kartezyen koordinatlan (V2,V2 ) dir. B noktasinin 
kartezyen koordinatlan da 

x = r costp = (-2) . cos Y = (-2)-i- = - 1 

y = r sintp = (-2) . sin ( - 2)~- = - V 3 

olur. 

Kartezyen koordinat sisteminde oldugu gibi egrilerin denklemini kutupsal koor- 
dinatlar cinsinden de ifade etmek miimkundur. Kartezyen koordinatlar sistemin- 
deki denklemi verilen bir egrinin kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemini 
bulmak i?in verilen denklemde x yerine r costp , y yerine r sintp yazmak yeter- 
lidir. Miimkiin oldugu takdirde, r cekilerek 

*=M 

seklmde bir denklem elde edilir. §imdi bununla ilgili olarak bazi ornekler 
yapalim. 

ORNEK ; Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi x 2 + y 2 = or olan cem- 
berin kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemini yazmiz. 

iQozura : Verilen denklemde x-r costp , y = r sintp yazihrsa 

r cos 2 tp + r 2 sin-tp = a 2 => r 2 (cos 2 tp + sin 2 tp) = fl 2 => > 2 = a 2 bulunur. 

/ \ Buradan soz konusu cemberin denklemi olarak 

I — — —f > 

\ O S a x r = a 

\ / 

\ / 

v — ^ bulunur. 

,*■ = a 

ORNEK : Merkezi (a, 0) da olan a yarnjapli cemberin kutupsal koordinatlar sis- 
temindeki denklemini yazmiz. 

, k V 

_ Coziim : Bilindigi gibi bu cemberin kartezyen koordinat sistemindeki denklemi 

X ' , 4 , 

/ \ (x - a) 2 + V- = a- 

~~o\ a l 2a r dir. x = r costp ,y = r sintp yazilirsa 

N -... (j- costp - a) 2 + r 2 sin 2 tp = a 2 => r 2 (cos 2 tp + sin 2 tp) = 2 r a costp => 

r = 2a cosm 

r = 2 a costp 
bulunur. 
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ORNEK : Kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemi 
r 2 cos<p sintp = 1 

olan egrinin kaitezyen koordinatlan sistemindeki denklemini bulunuz. Bu egrinin 
cinsini belirtiniz. 

Cbziijni : cos(p = y , sin<p - yazilabilir. Bu degerler verilen denklemde yer- 
ine yazihrsa, 

.v y = 1 

bulunur. §u halde verilen egri bir hiperboldiir. 

ORNEK : y = x dogrusunun kutupsal koordinatlardaki denklemini yazimz. 
Coziim : Verilen denklemde x = /‘costp, v = / sin<p yazihrsa 

r sintp = r coscp => sirup = costp => <p = y veya tp = ~ bulunur. Ox- 
ekseniyle y radyanhk a$i yapan dogru ile yy radyanhk aci yapan dogru aym 
dogru oldugundan istenilen denklem olarak 



ahnabilir. Kutup (orijin) noktasmdan gecen trim dogru! ann denklemi 
<P = <Po 
bicimindedir. 

ORNEK : Kartezyen koordinat sistemindeki denklemi 
(.r 2 + y 2 ) 2 + 2(x 2 + y 2 ) = 4x 2 

olan egrinin kutupsal koordinat sistemindeki denklemini bulunuz. 
^oziim : x yerine r costp , y yerine r sin(p yazihrsa 

(r 2 cos 2 <p + r 2 sin 2 (p) 2 + 2(r 2 cos 2 (p + r 2 sinrip) = 4 r 2 cos 2 <p => 

r 4 + 2r 2 = 4r 2 cos 2 (p => 

r 2 = 4cos 2 (p -2 = 2 (2cos 2 (p - 1) => 

} 2 - 2 cos2cp 
bagintisi elde edilir. 
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Bir egri, iizerindeki bir noktamn kutupsal koordinatlan r ve (p olmak iizere, 
r =/((p) olarak tammlandiginda bu egri iizerindeki bir (x,y) noktasimn koordi- 
natlan 

J.v = /(tp) cos<p 
\y=/((p)sincp 

olacaktir. Bu, verilen egrinin parametrik gosteriminden ba§ka bir §ey degildir. 
Simdi buradan yararlanarak. r =/(( p) esitligi ile tammlanan bir egrinin bir kutup 
acisina karsihk gelen bir P(rx p) noktasindaki tegetinin egimini bulalim. 


dx = d [r cos <pl = — (r cos cp) d<p = (r'cos c p-r sin cp)d<p 
L - 1 dcp 


dy - d [ dsin (p) = -j- (r sin (p) d(p = (r'sin (p + r cos (p) d(p 
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QRNEK : A (r u (p,) , B(r 2 , 92 ) noktalari arasmdaki uzakhgin 
IABI = 2 + r 2 2 - 2i\ r n cos (q> 7 - (p, ) 

olacagmi gosteriniz. Bundan yararlanarak A(12,-y- ) ve B{ 16,-—) noktalari 
arasmdaki uzakligi hesaplayiniz. 

Cdziim : Yandaki sekilde AOB iiggenine kosiniis teoremi uygulanirsa 
IASI 2 = IOAP + \OB\ 2 - 2 \OA\\OB\ cos 
= 2 + r 2 2 - 2/"] r 2 cos (<p 2 — <p, ) 

bulunur. Buradan 

\AB\ - V 7 i 2 + r 2 2 ~ 2/ i r 2 cos (<Pi ~ 9i ) 
bulunur. 

r, - 12, r 2 =16, 9 = ^ = -4 


alinirsa 

IASI = ^(12) 3 + (16) 2 -2.12.16.cos-| =20 
birirn olur. 
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1. A§agida kutupsal koordinatlari verilen noktalarm 
kartezyen koordinatlarmi yaziniz. 

a) (2,-j ) b) (2, c) (3,0) 

g) (-3,0) d) (-3 , ji) e) (-3 , 2it) 

0 (-2.f) h > (vX i ) 

0 c-i.7jo 0 uvi.-f-) j) a.f ) 

2. Asagidaki noktalarm kutupsal koordinatlarmi bulu- 
nuz. 

a) (_i,_l) b)(V3,-l) c) (2,2) 

d) ( - 1, V3 ) e)(V2,-V2) f) ( - 3.V3") 


i) r 2 + 2r 2 cos(p simp = 4 j) sin 2 9 = cos 2 9 j 

k) rsin(<p-y) = 3 0 rcostp = sin2«p | 

| 

6. Asagida kartezyen koordinatlardaki denklemi veri- 
len egrilerin kutupsal koordinatlardaki denklemleri- 
ni yazimz. Miimkiin olanlann r = /( 9) biciminde 

yazmiz. 

a) x 2 + y 2 = ( arctan ) 2 b) x 4 = x 2 + V" 

c) (x 2 + y 2 ) 2 = x 2 -y 2 d) y 2 = y:y 

e > v 2 = xZ ( 3 ~- x I f) x 2 - y 2 = 25 v x 2 + y ’ 

’ '■ 1 + X 


7. Asagida kutupsal koordinatlardaki denklemi verilen 

3. A§agidaki noktalari koordinat diizleminde gos- esrilerin kartezyen koordinatlardaki denklemlerini 

teriniz. ^ yazimz. 


i 1^1 11 

a) 

( 2 -f) 

b) 

(2,0) 

0 (-2,-f) 

yaz 

a) 

imz. 
r = 3 

b) (f 

3 w i 

4 ! 

d) 

(-2,0) 

e) 

( 3 -f) 

*> K) 

c) 

r = -5 COS9 

9) r 

= 1 - cos2(p | 

g) 

M 

h) 

(*-i) 


d) 

r = 1 - cos 2 9 

e) r 

= sin29 i 

0 „ i 






f) 

r = 2 + sintp 

g) ' 

= cos29 


4. Agagida kartezyen koordinatlardaki denklemleri ve- 
rilen dogru ve egrilerin kutupsal koordinatlardaki 
denklemini yazimz. 

a) x = 4 b)x = 2y c) xy=l 

9) y = x 2 d) y = 4 e) x 2 + y 2 =16 

f) x 2 + y 2 = 4 g) x + y = 2 h) y~ + y- =1 

5. A§agida kutupsal koordinatlardaki denklemleri ve- 
rilen dogru ve egrilerin kartezyen koordinatlardaki 
denklemlerini yazimz. Bunlann grafiklerini ciziniz. 

a) r cos9 = 2 b) r sin9 = — l 

c) simp = cos9 5) r C0S9 + r simp = 1 

d) r 2 = 4rsin9 e) r 2 sin29 = 2 

j f) /* = cottp . CSC9 g) r = csctp e rcos0 


h) tan9 = 6 1) coup - 3 

i 

i) r cot9 = 3 j) r = 2simpcotcp j 

8. A(-2,0) ve B( 2,0) noktalanna olan uzakliklari gar- 
pimi 16 olan noktalarm geometrik yerinin denkle- 
mini bulunuz. Bu denklemi kutupsal formda yazi- j 
mz. 

i 

9 . A (3-~4t) ve B (5,-|J) bir ABCD paralelkenannmj 

kom§u iki kosesidir. Bu paralelkenarm kogegenleri 
kutup noktasinda kesistiklerine gore diger iki kose- 
sinin koordinatlarmi bulunuz. 

10. A^S.-^—j , B (g. y-) noktalari arasmdaki uzakligi 
hesaplayiniz. 

) 
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h) rsincp = lnr + lncos9 1) 2simp - 4cos9 



0,2 KUTUPSAL KOORDlNATLAFtDAKl DENKLEMI VERtLEN E&RlLERtN QlZlMl . 

r - /(cp) esitligiyle verileii egriyi cizmek igin §u yolu takip etmekte yarari vardir: 






( 1 ) Tamm kiimesi bulunur. 

( 2 ) f periyodik ise periyodu bulunur. Periyot T ise T uzunluktaki bir arahkta 
inceleme yapmak yeterdir. Diger turn arahklarda fonksiyonun aidigi degerler bu 
arahkta aidigi degerlerle aymdir. 

( 3 ) Simetri arastinlir. Simetriyi arastirmamn belli ba§h birkac yolu vardir. 
Simdi bunlan verelim. 

(a) (i*,q>) verilen denklemi sagladigmda (r. -9) veya (~r. n - cp) denkle- 
mi saglarsa egri kutup eksenine (O.v- eksenine ) gore simetriktir. Zira (r, -cp) 
ve (-/•, jt - cp) noktalan (r, cp) noktasmin O.v- eksenine gore simetrigidir. §11 
halde/bir sift fonksiyon ise egri Ox- eksenine gore simetriktir. 

b) (r, cp) verilen denklemi sagladigmda (-r, -cp) veya (r, Jt - cp) de 
denklemi saglarsa, egri Oy- eksenine gore simetriktir. Zira (-r, -cp) veya aym 
noktayi gosteren (r, n - cp) noktasi ile (/■, cp) noktasi Oy- eksenine gore simetrik- 
tir. Su halde / tek fonksiyon ise grafik Oy- eksenine gore simetriktir. 

c) (r, cp) denklemi sagladigmda (~r, 9) veya aym noktayi gosteren 
O', rt+ cp) verilen denklemi saglarsa egri O kutup noktasina gore simetriktir. Zira 

cp) ile (r. cp) noktalan O kutup noktasina gore simetriktir. 

d) (r, cp) verilen denklemi sagladigmda bir a reel sayisi icin (r, cp + a) 
da denklemi saglarsa P(r, cp) ile Q(t\ cp + a) aym cember iizerindedir. 0 nok- 
tasim elde etmek icin P noktasmi pozitif yonde a kadar dondiirmek yeterdir. Q 
noktasmin kutup etrafmda a kadar dondiiriilmesiyle elde edilen R noktasi da eg- 
ri iizerinde bir noktadir. Aym §ey R nin a kadar dondiiriilmesiyle elde edilecek 
nokta icin de soylenebilir. Bu dunimda incelemeyi a uzunlugundaki bir arahkta 
yapmak yeterlidir. Bu sekilde elde edilen egri parcasmi kutup etrafmda a kadar 
dondiirmek ve bu donditrmeleri, egri kendi iizerine kapamncaya kadar devam et- 
tirmek suretiyle egrinin cizimi tamamlamr. 

e) (/-, cp) denklemi sagladigmda bir a sayisi icin (-r, cp + a) da den- 
klemi saglarsa. yani/(cp + a) = -/(cp) ise, P(r, cp) noktasi ile Q(-r, cp + a) nok- 
tasi aym gember iizerinde bulunur. Diger taraftan Q(-r, cp + a) ile (;•, cp + a - Jt) 
noktalan aym oldugundan ve a + cp - n = cp - (ji - a) yazilabildiginden Q nok- 
tasim bulmak i«jin P noktasmi cp acismin ters yoniinde rc - a kadar cevinnek 
yeterdir. Buna gore egrinin a uzunlugundaki bir arahkta gizimini yapip, elde 
edilen egri parcasmi negatif yonde a - a kadar dondurmelidir. Dbndiirme islemi. 
egri kendi kendisi ile iist iiste gelinceye kadar devam etmelidir. 


4) r'=f'{(p) tiirevinin i§areti incelenerek, egrinin lcutba nerede yaklastigi, nerede 
uzaklastigi saptanir. 

5 ) Fonksiyonun inceleme araligindaki ozel noktalarda (fonksiyonun degerleri- 
nin kolayca hesaplanabildigi noktalarda) aidigi degerler bulunur. 

6) Degi§im tablosu yapilir. Bulunan degerler bu tabloda belirtilir. 

7 ) Degisim tablosuna gore gizim yapilir. 

8) Simetri soz konusu ise, gerekli simetriier ahnarak gizim tamamlamr. 

§imdi bazi egrilerin grafiklerini gizelim. 

ORNEK : r = 2(1 + sirup) egrisini giziniz. 

C6ziim : 

( 1 ) Fonksiyon R iizerinde tammlidir . 

( 2 ) sincp , 2 jt periyotlu oldugundan fonksiyon In. periyotludur. Su halde 
inceleme 2it uzunlugundaki bir arahkta yapilmahdir. 

( 3 ) (r, Jt - cp) nin denklemi sagladigim gosterelim. 
r = 2(1 + sin(rt - cp)) => r = 2(1 + sincp) 

oldugundan egri Oy- eksenine gore simetriktir. Su halde incelemeyi jt uzun- 
lugundaki [- y,y] arahginda yapmak yeterdir. 

(4) r'=2coscp dir. [- y . ~ ] arahginda coscp > 0 oldugundan r’> 0 dir. §u halde 
agi biiyiidukge r biiyiimekte, yani egrinin noktalan kutuptan uzakla§maktadir. 

( 5 ) Bazi ozel noktalarda aidigi degerleri bulalim. 
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/(O) = 2(1 + sinO) = 2 


/(f) 

l=2 ( 

Usta f) 

| = 2(l 

♦i)- 3 


/(f) 

■= 2 ( 

Usin f) 

l = 2(l 


v'T =s 3,41 

/(f) 

- 2 [ 

1 + sin yj 

l = 2 (l 

+ f-)-2*. 

v/3 = 3,73 

/(f) 

-4 

ltsi ”f) 

= 2(1 

+ 1) = 4 




(6) Degi§im tablosu 

9 

r' 

r I 0 2-V3 2-v'2 1 2 3 2 + V2 2 + >/T 4 

(7) Bu tabloya gore gizim yanda yapilnustir. [(/-, cp) noktalan isaretlenip bunlar 
bir egriyle birle§tirilmi§tir.] 

(8) Egri 0}'- eksenine gore simetrik oldugundan verilen r = 2(1 + sintp) egrisi- 
nin grafigi yandaki gibi olacaktir. Bu egriye kardiyoid adi verilir. 

r = a(l- siiKp) , r = a( 1 + costp). r = a(\ - costp) denklemleri de birer 
kardioid denklemidir. 

ORNEK : r z = a 2 cos2(p egrisini giziniz. 

Cdziim : r 2 = a 2 cos2(p oldugundan r-±a -Joos2<p yazilabilir. cos2cp nin pe- 
riyodu n oldugundan inceleme ji uzunlugunda bir aralik iizerinde yapilmalidir. 
Tamm kiimesine ait her bir <p degerine iki farkh r degeri kargilik geldiginden, 
egri kutup noktasina gore simetriktir. Su halde, r = a v’cos 2<p egrisi gizilmeli, 
elde edilen egrinin kutba gore simetrigi ahnmahdir. cos2<p > 0 olmasi gerekti- 
ginden -y<2(p<y =* olmalidir. Diger taraftan /(-tp) =^(tp) 

oldugundan o egri kutup eksenine gore simetriktir. O halde (o,y| arahgmda in- 
celeme yapmak yetecektir. |o, yj araliginda cizilen egrinin, kutup eksenine gore 

simetrigi ahndiktan sonra, elde edilen egrinin kutup noktasina gore simetrigi ali- 
nacaktir. 

r'= - 2 sin_2<p_ < n 
2 -Jcos 2 cp 



dir. 
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Bu tabloya gore cizilen egri yanda verilmi§tir. Bu egri parcasmin once kutup ek- 
senine gore simetrigi almir, sonra elde edilen kapali egrinin kutup noktasina gore 
simetrigi ahnirsa ' ;ai denilen yandaki egri bulunur. 

ORNEK i r = 2 + 4 costp egrisinin grafigini ciziniz. 

<£6ziim : Fonksiyon 2rt periyotludur. [-it, it] araliginda cizim yapmak yeter- 
dir. Diger taraftan /(- tp) = 2 + 4(cos(-tp)) = 2 + 4costp =J(q>) oldugundan grafik 
kutup eksenine gore simetriktir. §u halde [Opr] de grafigi gizip bulunan egrinin 
O.v- eksenine g5re simetrigini aimak yetecektir. §imdi bazi ozel noktalarda 
fonksiyonun alacagi degerleri bulalim. 

.AO) = 5, /(y) = 4, /(■§)= 2, 0,m = -2 

dir. Daha birgok noktada fonksiyon degerleri bulunabilir. Fakat gizim igin bu 
noktalar yeterlidir. 



i i > 

O I , "2 / 6 .v 


r = 2 + 4cos<p limagonu 


r'-- 4sin<p olur. Her cp e [Opt] igin r'< 0 olacagindan r azalandxr. 



rl 6 ^ 4 ^2 ^ 0 ^ -2 

Bu tabloya gore gizim yapilirsa soldaki egri pargasr elde edilir. Bu egri parcasi 
ile bunun Ox- eksenine gore simetrigi gizimi istenen egriyi olu§turacagmdan 

r = 2 + 4 costp egrisi yandaki gibi olacaktir. Bu egriye i . . adi verilir. 


ORNEK : r = cos2(p egrisinin grafigini ciziniz. 

Oziim : Fonksiyon her yerde tammlidir. Fonksiyonun periyodu n oldugundan, 
inceleme n uzunlugundaki bir arahkta yapilmalidir. Ornegin [-y,y] de cizim 

yapilabilir. 
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/(-<P) =^ ( P) oldugundan egri kutup eksenine gore simetriktir. halde |0,yj de 

cizim yapmak yeterdir. Bu aralikta egri gizildikten sonra kutup eksenine gore 
simetri ahnmahdir. 

r'= - 2 sin 2<p dir. 0 < tp < ■— igin 0 < 2(p < n ve dolayisiyla r'< 0 dir. 



ji 

x 

X 

X 

<p 

0 7 

4" 

3 

2 

r" 

o - 

- 

- 

- 0 

71 

i ^ i 

^ 0 

^ _ 1 

^ -1 


2 


2 



Bu tabloya gore egri gizilirse yandaki grafik elde edilir. Bunun Ox- eksenine gore 
simetrigi alimr. 

/(<P + y) = c °s2(cp + y) : = co s(2(p + 7i) = - cos 2<p ~-jW) 

oldugundan bulunan egriyi negatif yonde 71 ~ y = y rac *y an dondurelim. Bu 

dondurme islemine, egri kendi iizerine kapanmcaya kadar, devam edilirse yanda- 
ki grafik elde edilir. 



4 - yaprakli giil 


NOT : r = acosntp ve r = asinntp egrileri birer glii e, 
n- yaprakli bir gill, n gift ise 2 n- yaprakli bir giildur. 


;idir. Eger n tek ise egri 
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1. A§agida denklemleri verilen egrilerin grafiklerini 
giziniz. 


a) 

r - 2 sin© 

(gember) 

b) 

r = 2 cos0 

(gember) 

c) 

r = 2 sin0 + 2cos0 (gember) 

d) 

r = 1 + coscp 

(kardiyoid) 

e) 

r = 2(1 - coscp) 

(kardiyoid) 

f) 

r = 4(l - simp) 

(kardiyoid) 

g) 

r = 4 + 2cos(p 

(limagon) 

h) 

r = 4sin2tp 

(lemniskat) 

i) 

r = 4cos2<p 

(lemniskat) 

i) 

r = 2sin2tp 

(4- yaprakli giil) 

j) 

r = cos3(p 

(3- yaprakli giil) 

k) 

r = sin3cp 

(3- yaprakli giil) 

1) 

e- 

(N 

II 

(Arsimet spirali) 

m) 

r 2 = 4costp 

(8- sekli) 

n) 

r 2 = 4sintp 

(8- §ekli) 

o) 

■ <P 
r=sm~ 


A§ 

agidaki egrilerin 

kesim noktalarini bulunuz 

a) 

r = sincp , 

r = 1 - sincp 

b) 

r = 2 , 

r - coscp 

c) 

r - sincp , 

r = cos2cp 

5) 

r = sincp , 

r 2 = 3cos 2 tp 

d) 

r = 1 + costp, 

r = 1 - sincp 

e) 

r = 1 - coscp , 

r 2 = 4cos<p 

f) 

r 2 = 4sincp , 

r 2 - 4coscp 

g) 

r = 1 + coscp , 

r = 1 - coscp 


i) 

r = 1 - sincp , 

r 2 = 4sincp 

i) 

^ = 72 sine, 

, r 2 = vT coscp 

j) 

r = 1 , 

r = 2 sin2cp 

k) 

r = 1 , 

r 2 = 2 sin2cp 

A§i 

igidaki egrilerin grafigini giziniz. 

a) 

r = sin|<p - ~ 

) 

b) 

r = cosL + 

) 

c) 

r = 1 + cos^fp 

-f) 

?) 

1 

S- 

c-i 

li 

f) 

d) 

r 2 = 4cos|cp - 

f) 


A§agidaki egrilere kutupta (orijinde) teget olan dog- 
rularm denklemini yazimz. 

a) r = 4cos2cp b) r = sin3(p 

c) r 2 - cos2cp g) r = 1 - coscp 

Agagidaki egri giftlerinin kesim noktalarindaki te- 
getlerinin denklemini bulunuz. Bu tegetlerin olus- 
turduklari agilann olgiilerini bulunuz. 

a) r = 2(1 - coscp) , r = 6coscp 

b) r = sincp . r = cos2cp 

c) r = sincp , r - 1 - sincp 

c) r = sincp , r = cos2(p 

/* = 2(1 -costp) kardiyoidine (2. j noktasinda gi- 
zilen teget kutup ekseniyle kag derecelik agi yapar? 
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/bir siirekli fonksiyon olmak iizere, r =/(cp) egrisi ile (p = a ve cp = P dogrulan 
arasinda kalan bolgenin A alanmi bulalim. 

[a, p] araligimn P = {cx = cp 0 , <p, , (p 2 , . . . , cp^ , <p n = p> par^alanmasim 
gozoniine alalim. 

m k = min {/{( p) : (p e [<p k _, , (p k ] } 

ve 


M k = maks {/( cp) : cp e [cp k _i , cp k ] } 


olsun. m k ve M k yangapli daire dilimlerinin alanlan, sirasiyla, A <p k ve 
~-M^Acp k dir. Dolayisiyla 



< A <, A(p k 

k - 1 *=1 Z 

yazilabilir. / siirekli oldugundan integrallenebilirdir. Dolayisiyla alt ve list 
toplamlarin IIPII — > 0 icjin limiti fonksiyonun integraline egittir. §u halde 

A= f 2 (<p) d(p=^- j^r 2 d(p 

olur. 

Alani istenen bolge, r = /(cp) , r = g(cp) egrileri ile ip = a ve cp = P dogrulan 
tarafindan sinirlanan bolge ise a < cp < p igin /(cp) < g(cp) ise, bu bolgenin alani 

!/ g 2 ((p) d<p-\ [ / 2 (<p) d(p 
Z J v. Z J<x 

farkma e§it olur. Buradan 

^=4-/ [g 2 ((p)-f 2 {(pj\d(p 

bulunur. r = g( cp) egrisi 0 kutup noktasmdan r = ./(cp) den daha uzalcta bulun- 
dugundan yukaridaki formiil 


<•» r, 

X ? / 


L [< 

w) -(>) 

..<*„)'] 4<p 


bifiminde yazilabilir. 
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r = a(l + coscp) kardiyoidi tarafindan simrlanan bolgenin alanmi 


Coziim : Kardiyoidin grafigi yanda verilmi§tir. 


r 2 cfcp = yjf < 3 2 (l +2 cos cp + cos 2 cp) dtp 


1 + 2coscp + 4-(l + cos 2<p)j 4cp 


= -y y<? + 2sin<p + ^-sin2<pj 


— f— 2jt + 0 + 0 =^-%a 2 
2 [2 2 


birimkare olur. 

NOT : Kardiyoid kutup eksenine gore simetrik oldugundan sozkonusu alan 
biciminde de hesaplanabilir. 

ORNEK: r = 2 gemberinin iginde, r = 2(1+ coscp) kardiyoidinin di?inda kalan 
bolgenin alanmi bulunuz. 

gozum : O kutup noktasmdan gecen ve sozkonusu bolgeden gecen i§in 

gozoniine alindigmda, i§mm egrileri kestigi M noktasi 0 kutbuna daha yakindir. 
“T O halde r yakm - 2(1 + coscp) , r uzak = 2 dir. Diger taraftan [MN] dogru parca- 

simn, alani istenen bolgeyi taramasi i?in cpnin y den •— ye kadar degismesi 

gerekir. Buna gore, 

3 7i 25. 

A = If 2 [2 2 - 2 2 ( 1 + cos cp) 2 ] d<p~-2 JJ [+ 2 cos cp + cos 2 cp] dip 
2 2 


= -2 pcOS(j!> + “(l + cos 2<j0) j 


= - 2 sin cp + -y + sin 2<p r =8- 
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ORNEK : r _ 1 + sincp ve r - 1 - sirup egrilerinin if bolgelerinin ortak nokta- 
lanndan oIu§an bolgenin alanmi bulunuz. 

Coziim : Sozkonusu alan yandaki sekilde gosterilmi§tir. Tarali alan 4 tane 
simetrik alandan olustugundan, bunlarin birinin alarum bulup 4 ile garpmak 
yeterdir. Birinci bolgedeki alam bulalim. 



A ~ 4. — (1 - sin<p)-d<p = 2 j (1 - 2sin<p + sin 2 <p)d(p 


= 2 J 1 - 2 sin <j£> + y ( 1 - cos 2<p) d(p 


~ 2i~-(p + 2 coscp- ~sin2f)| 2 = ~ - 2 
v - 4 ' n 2 



y f \ '■=/« p) 


/ 



0 

X 


Kaitezyen koordinatlarda y — f{x) denklemi ile verilen egrinin yay diferen- 
siyelinin 

di = v'l + (y') 2 dx 
oldugunu biliyoruz. 


dx d(p' dx dx_ 
dtp 


de ^ i+v)Idx ^(t) 


dir. Diger taraftan 
dx , 


ax , dy 

cost p - rsinrp , = r sin<p + rcoscp oldugundan 


1 dx\ 2 

J dy) 2 

1 dtp) 

l dtp 


dir. Buna gore, yay diferensiyeli 


dt = \ir 2 + (r'f dcp 

olur. O halde egri uzerinde P{r ^ , a) , Q(r 2 , (3) noktalarmi birle§tiren yaym uzun- 
lugu 
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Eger/ fonksiyonu stirekli tiireve sahip bir fonksiyon ve <p, a dan p ye kadar 
degi§tiginde P(r, 9) noktasi r =/( <p) egrisini olu§turursa, bu egrinin Ox- ekseni 
etrafinda donduriilmesiyle olusan donel yiizeyin alam 

S-2n,j' |r simper 2 + (r') 2 dip , 

egrinin Oy- ekseni etrafinda donduriilmesiyle olusan donel yiizeyin alam 


S = 2k Ircosipk/r 2 + (/-') 2 dip 

Jo. 

olur. Bu formulleri bulmak icin 

S = 2n / \y\ Ai ve S = 2nj \x{ d£ 

formiillerini kutupsal koordinatlara gore yazmak yeterdir. 

ORNEK : r = a(1 + coscp) kardiyoidinin list yarisimn Ox- ekseni etrafinda 
donduriilmesiyle olu§an yiizeyin alanini bulunuz. 


r 2 + ( r'f = a 2 (1 + cos<p) 2 + (- asincp) 2 = a 2 ( 2 + 2coscp) 
= 2 a 2 (1 + 2cos 2 y - 1) = (2 a cos ) 2 


S = 2% |/* sin cp| 2« cos ~ z/<p 


= 4a 2 n I (1 + cos<p)sin9cos-^-</p 

•'O 2 . 

- ^ (1 +2cos 2 y- l)2sin~cos~ COSy c/<p 


= 16a 2 Jt ~ cos 4 ~ 2 Sm 'Y d<P 


= “ 32o 2 K Jq 2 COS 4 -y (-ysin-y)rf(p 


5 (p 2 
cos ^ 

= -32 a-K -2- 

5 0 5 


br 2 bulunur. 
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A§agida denklemleri verilen egriler tarafindan simr- 
lanan bolgelerin alanlanm bulunuz. 

a) r = cos2(p (4 yaprakh giil) 

b) r 2 = 2 a 2 cos2(p (lemniskat) 

c) r 1 = 4sin2(p (lemniskat) 

c) r = 4 + 2cos<p (lima^on) 

d) r ~ flsin3tp (tic yaprakli giil) 

e) r = 3 + 2sinq> (limacon) 

r = 1 cemberinin dismda, r-2 sintp cemberinin 
icinde kalan bolgenin alanini bulunuz. 

r = coscp ve r = V3 sincp cemberlerinin her ikisinin 
de i£inde kalan bolgenin alanini bulunuz. 

r = 3 + 2 coscp limaconunun icinde r = 4 cem- 
berinin di§inda kalan bolgenin alanini bulunuz. 

r 2 = 2cos 2 cp lemniskatinin icinde r = 1 femberinin 
disinda kalan bolgenin alanini bulunuz. 

r 2 = cos2cp ve r 1 - sin2cp lemniskatlanmn her iki- 
sinin de icinde kalan bolgenin alanini hesaplayimz. 

r 2 = 4coscp (8 §ekli) egrisinin icinde r = 1 - coscp 
kardiyodunun di§inda kalan bolgenin alanini 
bulunuz. 

r - sincp + coscp cemberi tarafindan simrlanan bol- 
genin alanini bulunuz. 

;■ = 2 (1 + coscp) kardiyoidinin icinde, r = 2(1- coscp) 
kardiyoidinin di§inda kalan bolgenin alanini bu- 
lunuz. 


Kutupsal koordinatlara ge?erek (x 2 + y 2 ) 3 = 4x 2 y 2 
egrisi tarafindan simrlanan bolgenin alanini bulu- 
nuz. 

Kutup agilanmn degisim arahgi karjilannda yazili 
olan, a§agidak.i egrilerin uzunluklarmi hesaplayimz. 

a) r ~ 4coscp , 0 < cp < ji 

b) r = sin 3 y , 0 < 9 < 3rc 

c) r = 9 2 , 0 < 9 s V5 

d) r = a sin 2 y , 0 < 9 < y 

e) r - /I + sin 29 , 0 < 9 < y 



Yukarida grafigi verilen r = asin 4 y egrisinin uzun- 
lugunu hesaplayimz. 

r - 1 - cos9 kardiyoidinin ilcinci bolgede bulunan 
parcasinm Ox-ekseni etrafinda dondtirulmesiyle 
olu§an donel yiizeyin alamm hesaplayimz. 

r = a (1 + COS9) kardiyoidinin list yarisi Ox- ekseni 
etrafinda donduriiluyor. Meydana gelen donel cis 
min hacmini bulunuz. 
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l. A§agida denklernleri verilen egrilerin kesim nokta- 
larini bulunuz. 

a) r = a, r = o( 1 - sincp) 

b) r = a seccp , r - 2a sirup 

c) r = «(1 + cos2tp), r = a cos2cp 

l-cos<p ’ 1 l+cos<p 

egrilerinin kesim noktalanm bulunuz. Egrilerin ke- 
sim nolctalarindaki tegetlerinin olusturdugu acilarin 
olciilerini hesaplayinrz. 

3, Bilindigi gibi, iki egri arasmdaki agi, onlann kesim 
noktalanndaki tegetleri arasmdaki acidir. Buna gore 
r = 3 seccp dogrusuyla r = 4(l+cos(p) kardiyoidi 
arasmdaki agimn olciisiinu bulunuz. 

4. r = 1 , r — 2cos(p , r = 2sin(p 

cemberlerinin her iicii tarafindan smirlanan bol- 
genin alanim bulunuz. 

5* r = y |cos<p[ egrisi tarafindan smirlanan bolgenin 
alanim bulunuz. 

r = \ + 2sin<p limagonunun ic ilmegi tarafindan 
smirlanan bolgenin alanim bulunuz. 

V . r = 2a cos2(p guliintin iginde 

r = V2 a cemberinin disinda kalan bolgenin alanim 
bulunuz. 

8. r 2 = 4cos2(p lemniskatinm iginde r = V 2 gemberi- 
nin di§mda kalan bolgenin alanim bulunuz. 

r 2 = sin2cp lemniskatinm Oy- eksenini saginda ka- 
lan parcasi Oy- ekseni etrafmda dondtiriiluyor. Mey- 
dana gelen donel yiizeyin alanim bulunuz. 



Yukarida grafigi verilen r = 2sin3(p (6- yaprakli 
giil) egrisi tarafindan smirlanan bolgenin alanim 
bulunuz. 


.,^0 



r 2 


Yukarida grafigi verilen ve ar§imet spirali denilen 
egrinin denklemi, a bir sabit olmak uzere, r = ai p 
dir. Spiralin n- sarmalimn (2(n~l) x<<p< 2nx icin) 

(n - I). sarmali arasmdaki alan 
*n=4,-^n-1 

olsun. Asagidaki bagintilarin dogrulugunu gos- 
teriniz. 

a) A 1 = jn(2naf b) A, = -yy n(4na 2 ) 2 

c) R 2 = 6A, d) /? n+ , = n R 2 (n > 2 icin) 

Denklemi 

r - ycos 2 (p , 0<cp<|- 

olan egri pargasmm 0.r- ekseni etrafmda ddndurul- 
mesiyle olu§an donel yuzeyin alanim bulunuz. 
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TANIM 

Tamm kiimesi pozitif tamsayilar kiimesi olan her fonksiyona bir sonsuz dizi 
veya kisaca, dnzi denir. Fonksiyonun deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise 
diziye bir reel terimli dizi adi verilir. 


Reel degerli bir/fonksiyonu icin 

A 1) = a x , 7(2) =a 2 , ... J(n) = a n , ... 


ise flj , a 2 , ... , a„ . ... reel sayilanna dizinin birinci, ikinci, ..., n- inci, ... te- 
rimleri denir. n dogal sayisma karsilik gelen a„ sayisma dizinin gene! terimi de 
denir. Genel terimi a„ olan dizi kisaca, (a„) ile gosterilir. Ornegin j-yj dizisi 


denilince, terimleri 1 , — ,—r,. 

2 2 3 2 


olan dizi anlasilir 


§imdi genel terimleri cesitli §ekillerde verilen dizilerin bazi terimlerinin nasil 
bulunacagmi gorelim. 


QRNEK : (- n + 1 ■ • ) dizisinin 10. terimini bulunuz. 

\2n + 3l 

Coziim : 10. terim 10 sayisma kar§ilik gelen reel sayi olacagmdan 

10+1 11 
fl ‘° 2.10 + 3 23 

olur. 
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ORNEK : a ] = 1 ve her n > 1 igin 

a n + 1 = 

olduguna gore, a n ve a m terimlerini bulunuz, 

^bziinn : Yukaridaki e§itlikte n yerine 1 den n ~ 1 ’e kadar degerler verilirse 
a 2 = 1 «] 
a 3 = 2a 2 
c 4 = 3« 3 


o„_i = (n - 2 ) 0^2 
a„ = (n - 

bulunur. Bunlar taraf tarafa garpilirsa 

°3 a 4 • ■ • a n - 1 «„ = 1 ■ 2. 3 . . . (n . - 1 ) a j a 2 a 3 . . . a n _ x egitligi elde edilir. 
Her iki taraf a 2 a 3 ... a n _ l ile boliiniirse 

a n = 0 n - 1)! a, = ( n - 1)! .,%= (n - 1)! 

bulunur. n yerine 100 yazilirsa a m - 99! olur. 

TANIM 

A p = {l, 2,3, ... ,p} olmak Uzere , tanim kiimesi A p olan her fonksiyona bir 
; p terimli denir. 


ORNEK : A 5 = {1 , 2, 3, 4, 5} olsun. 

/: A 5 — > /?, f{n) = 3n+[ 
sonlu dizisinin terimlerini bulunuz. 

<£6ziim : f( 1) = 4, /( 2) = 7, /( 3) = 10, f(4) = 13 , /( 5) = 16 oldugundan dizinin 
terimleri 4, 7, 10, 13, 16 sayilaridir. 


TANIM 
Her ne N igin 



a n + 1 a n ~ d 

olacak bigimde bir d re 

el sayisi varsa, (a n ) dizisine bir aritme 

■A. -+z: , d 

sayisina da bu dizinin ori 

ak farki adi verilir. 
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ORNEK : (5 n + 2) dizisinin bir aritmetik dizi oldugunu gosterip ortak farkim 
bulunuz. 

(foziim : 

a n+\ ~ a n = $( n + 1) + 2 - (5/1 + 2) = 5 
oldugundan verilen dizi, ortak farki 5 olan bir aritmetik dizidir. 

NOT : (cn + d) bigimindeki diziler ortak farki c olan hirer aritmetik dizidir. 
Simdi bir aritmetik dizinin ilk n teriminin toplamim bulalim. 

S n — ci\ + a 2 + ci 3 + . . . +^,i olsun. 

S„ = (c. 1 + d) + (c. 2 + d) + ... + (cn + d) 

= c(l +2 + 3+ + n) + nd = c. nyn ll l + n d 

= y[(n+ l)c + 2d\ - y [ nc + d + c + d ] 

bulunur. O halde 

S„ = y(«i + 5) 

olur. 

ORNEK : (fl„) = + 2j dizisinin ilk 20 teriminin toplamim bulunuz. 

C oziim : S 20 = (oj + o 2 o) - 1 0 (y + -y) = 1 1 0 olur - 

TANIM 

Her n pozitif tamsayisi igin 

a n 

olacak sekilde bir r reel sayisi varsa (a n ) dizisine bir g 
| sayisina da bu dizinin ortak carparn veya ortak oram denir. 

ORNEK : (3.5") dizisinin bir geometrik dizi oldugunu gosterip ortak garpamni 
bulunuz. 
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oziim : 


°„-i- 3.5 l,+ 1 _ 5 
% 3.5" 

oldugundan verilen dizi ortak garpani 5 olan bir geometrik dizidir. 

Bir geometrik dizinin ilk n teriminin toplamim bulmak icin, once 
T n = 1 + r + r 2 + . . . + r" 
toplamim hesaplayahm. 

T n = l + r + r 2 + ... + r" 
rT n = r + r 2 + t 3 + ... + r n + r" +1 
ifadeleri taraf tarafa cikarilirsa 
T n -rT n = 1 - r" +1 
bulunur. Burada T n cekilirse 



e§itligi elde edilir. O halde r * 1 igin ^ 

1 r n + 1 

. 1 + r + r 2 + . . . + i J ' = 3 — - 

M 1 • r ' 

olur. 

(a„)> ortak orani r olan bir geometrik dizi olsun. 
a /i + 1 = ra „ esitliginde, n yerine 1 den n - l’e kadar degerler verilirse 
a 2 = ra l 
<7- = ra 2 

a n - 1 ~ ra n - 2 

bagmtilan elde edilir. Bu e§itlikler taraf tarafa carpihr ve her iki taraf a 2 a 3 ... 
ile sadele§tirilirse, geometrik dizinin genel terimi olan 

a„ = a, 

bulunur. §imdi bu dizinin ilk n teriminin toplamim bulahm. G„ - a, + a 2 + ... a„ 
denirse 

G„ = | + o | r + <3 1 r 2 + ... + g j 1 

= a, (1 + r + r 2 + . . . + r' ,_l ) = a, * ~ 1 

1 -r 
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bulunur. Su halde ilk terimi a { , ortak carpam r olan bir geometrik dizinin toplami 

olur. 

TANSM 

Her n pozitif tamsayisi igin 

a n < a M i <=> (a,,) artandir 
a n > a n+l <=> (fl„) azalandir 
a„ < a ll+] o (a n ) azaimayandir 
a„ > o (1+1 <=> (aj artmayandir 
Artan veya azalan dizilere monoton diziier denir. 

OMNEK : — j dizisinin azalan oldugunu gosteriniz. 

^dziim : 

n + 2 n + 1 n 2 + 2n - n 2 - 2n - 1 1 „ a 

0,1+1 ” “ n + 1 n ~ n(n + 1) n(n+l) 

< fl„ => (a„) azalandir. 

NOT: o n > 0 oldugunda, her n pozitif tamsayisi igin, -~- L > 1 oldugunda (a n ) 
dizisinin artan, — < 1 oldugunda (z7„) dizinin azalan olaca^i aciktir. 

OMNEK : — dizisinin monotonluk durumunu inceleyiniz. 

\(n+ 1)!/ 

£oziim : 

2 " + 1 

_ (« + 2 )! „ 2 " + 1 (n + 1 )! _ 2 

a n ~ 2 n (n + 2)!’ 2" n + 2 

In +1)1 

oldugundan ( a„ ) azalandir. 
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TANIM 


0()^/|) 

Her n dogal sayisi icin s„ < M olacak sekilde bir M reel sayisi varsa (s„) dizi- 


<3.a 3 ) (S^s) 7Y ;) * 

sine iistten sinirhdir denir, M sayisma da bu dizinin bir list sm:n adi verilir. 



Her n dogal sayisi icin s n > m olacak §ekilde bir m reel sayisi varsa bu diziye 


v 

g ( 2 z/ 2 ) 

alttan sinirhdir denir, m sayisma da bu dizinin bir ah smr.-i adi verilir. 
Hem alttan hem de iistten sinirli olan dizilere kisaca, ; / Y: -imh: denir. 

O 

A* 


ORNEK : |(~ l)"-yy-yj dizisinin smirlilik durumunu inceleyiniz. 
Coziim : Her n e N igin 



oldugundan 


dir. §u halde dizi hem alttan hem de iistten sinirhdir. Dolayisiyla sinirhdir. 


(a n ) dizisi a sayisma yakinsak olsun. a noktasinin bir £~ kom§ulugu verildi- 
ginde, sonlu sayidaki terimler harig diger tiim terimler {a - e , a + s) araliginda 
bulunacagmdan, sonlu sayidaki n ler harig diger tiim n ler igin (n,a„) noktalari 
y = a-E, y - a + E dogrulari arasinda bulunur. 


OMNEK : j dizisinin sifira yakinsadigim gosteriniz. Dizinin kac terimi sifinn 

- kom§uIugunun dismdadir. 

Coziim : e > 0 verilmi§ olsun. n 0 > ~ bagintisini saglayan bir n 0 sayisi segelim. 
Her n > n 0 icin 

|i_ 0 | = l<J- <e 

I n \ n n a 

olur. Bu. n 0 tane terim haric diger tiim terimlerin — £ < -y- < £ bagintisini sagladi- 

gim, yani (-££) araliginda bulunduklanm gosterir. §u halde (^) dizisi sifir 
sayisma yakinsar. Buna gore 


Bilindigi gibi 


K - {x e R : Lv - a\ < £} = (a - £, a + e) 


araligma a nm £- kom§u!ugu adi verilir. Ornegin 2 sayisinm y~- - komsuiugu 


.UM 

2 on 

/ 1 100 

’ 100/ 


100 ’ “ ' ' i --- ’ — ' — gidn-- 


TANIM 

(a„) bir reel terimli dizi ve a e R olsun. 

a sayisinm herbir komgulugu, (a„) dizisinin sonlu sayidaki terimleri harig 
diger tiim terimlerini igeriyorsa, (a„) dizisi a sayisma yukmsiyor veya (a„) 
dizisinin’ - ! Im if i a dn denir, 

lim a„ = a veya (a„) -> a 

bigiminde gosterilir. 

Yakinsak olmayan dizilere sraksak dizi ler denir. 


lim — = 0 veya — 0 

n ' " ' 


Y(U> 


yazilabilir. 

e = T5o allnlrsa 


V (100.1/100) 

.ISL y = 1/100 


— > e = — ! — => — > — - — =» n < 100 

n 100 n 100 


■' y = -1/100 bulunur. Su halde ilk 100 terim sifinn y^y- - kom§ulugu digmdadir. 


Diziler, ozel fonksiyonlar olduklarmdan, fonksiyonlar i«jin ge9erli olan tiim limit 
alma kurallan diziler icin de gecerlidir. Bir dizinin limiti hesaplamrken o dizide 
n yerine x konup x-*™ icin limit alinabilir. Buna gore, 

lim Kn) - lim Kx) 

/? — * CO x—cc 

yazilabilir. Bu nedenle ajagidaki teoremin ispati agiktir. 
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TEOREM 10.1: 

lim a n = a , lim b n = & ve X e R olsun. 

(1) lim (g„ + &„) = a + b , 

(2) lim (a n b„) = a.b, 

(3) b„ # 0 ve 6 * 0 icin lim , 

(4) lim (?la„) = Xa 



dizisinin limitini bulunuz. 


Cdziim: 


Birimei vol: 


lim 

n — oo 


2n 
n + 1 


= 2 


olui . 

tkinci yol: 

Pay ve payda n ile boliinurse 

2 n _ 2 __2_ _ 2 

n + i j + 1 “ 1 + 0 

n 

• 

bulunur. 

Simdi bazi limitleri hesaplamada yardimci olan bazi teoremler verelim. Bunlarm 
bircogunun ispati fonksiyonlarm limitlerinden yararlanilarak yapilabilir. Burada 
bu ispatlara girmeyecegiz. 


lim a„ = a ise 

.. a, + (h + ■•■ + < 3 .. 

lim — — = IJ ~ = a 


dir. 


lim — (— + — + •■■+ • n - i limitini hesaplayiniz. 
n 12 3 n + 1 / F J 


(jlozum: lim 


n+ 1 


TEOREM 10.3: 

(<a„) pozitif terimli bir dizi olsun. 

lim G " + l =r=$ lim 'i/o7 - r 
a n 

dir. 

ORNEK: ('Vn") dizisinin limitini hesaplayiniz. 
£6ziim: a n = fi) almirsa 

lim = lim n+ * = 1 
n 

bulunur. Dolayisiyla 

lim Vn = 1 

olur. 

TEOREM 10.4: 

j Sonlu sayidaki terimler harig diger tiim terimler igin 
a n < b n < c„ 

ve lim a n = lim c„ = i ise lim b n = £ dir. 

Bu ozellige sandvig ozelligi denir. 

ORNEK : dizisinin limitini bulunuz. 

Coziim : Icosnl < 1 oldugundan 

| cos n | < J_ ^ J_ < cos n < J_ 

— n 

= 0 oldugundan 

cos n n , 
lim = 0 dir. 


In! n n n 
dir. 

Diger taraftan lim J = lim -i- 


= 1 oldugundan verilen limitin degeri de 1 dir. 


n 







1 1 \" 

QRNEK : lim |1 + — j -e oldugunu gosteriniz. 

TEOREM 10.6: 

(a n ) sirhrli ve (b„) — » 0 ise (a n b n ) — > 0 dir. 

Coziim : lim |^1 + — j = lim |l + — j (1°° belirsizligi) 


dir. y = fl + — j denirse lny = x In |l + — j 

ORNEK: [( — 1)" — — — \ dizisinin limitini bulunuz. 
\ n 2 + 1/ 

bulunur. 

/ n In ( 1+1 ) ! 

lim lny = lim xln 1 +-- = lim j 

Jt-® X-c° \ X ! v-oo 1 

X 

Coziim : 

a n = (-1)' 1 '; b n = — denirse C(tt n ) ) smirk , 

>r+ 1 

lim b„ = lim— ^ — = 0 olur. 
n 2 + 1 

1 

= lim ln<1+J,) = lim =1 

.v — 0 y .Y-0 1 

Yukaridaki ozellikten lim a n b n = lim( 1) 1 =0 olur. 

— n - + 1 

olacagindan 

TEOREM 10.7: | 

lim (l + xr = e 

n - 00 V n 1 

IH < 1 ise lim r" = 0 dir. 

i 

bulunur. 

2" 

ORNEK : Genel terimi a„ ~ (- 1)" — olan dizinin limitini bulunuz. 

TEOREM 10.5: 

Monoton bir dizinin yakmsak olmasi igin gerek ve yeter §art smirli olmasidir. 

9 1212 
£oziim : r = - y almirsa a„ = r" olur. IH = j— — j = — < 1 oldugundan 

— 

lim r" = 0 dir. Dolayisiyla lim a„ = 0 dir. 

ORNEK : Genel terimi 


1 1 1 
n+ 1 + n + 2 + "’ + In 

olan dizinin yakmsak oldugunu gosteriniz. 

TANIM 

(k n ) pozitif tamsayilann artan bir dizisi olmalc iizere, {a k j dizisine (u„) 
dizisinin bir alt dizisi denir. 

Coziim t 



a „+ 1 - a „ - ~r + — ~ + ••• + “+ - 1 : + ■ 1 


n+ 2 
1 

22 + 3 
1 

2/i 2n + 1 
1 1 

2/7 + 2 \ 

1 >0 

2/2+1 

' 2u + 2 

n + 1 2/7+1 

2/2 + 2 


~ + —L- + •■■ + —) 

i + 1 n + 2 2n I 


oldugundan (a n ) monoton artandir. 


a, = _L, _L „ ... + i < i , _l_ t ... „ | 

n + 1 n + 2 2n n + 1 n + 1 n + 1 n + 1 n + I 


oldugundan ( a n ) ustten sinirlidir. a, = — dir. Dolayisiyla, her ne N icin 
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j < a „ < 1 

olacaktir. O halde (a n ) yakinsaktir. 


i 

n 

k n = 2 n almirsa 
k n ~2n-l ahmrsa 
k„ = n 2 ahmrsa 


dizisinin bazi alt dizilerini bulunuz. 


1 


U 1 1 1 .. 

. J \ 

1 

■H 

<*l 

’2 n’ I 


In - 1 


= |1 4’T- -'2^T-" l dizisi - 


-i 


elde edilir. 

Daha bunlar gibi sonsuz coklukta alt dizi yazilabilir. 
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Orneklerden de goriildiigii gibi, alt dizinin herbir terimi aym zamanda esas 
dizinin de bir terimidir. 


e > 0 olsun. (a n ) dizisi bir a sayisina yakmsak oldugunda, bu dizinin sonlu 
sayidaki terimi haric diger tiim terimleri a mn £- komgulugunda bulunur. Bu 
durumda alt dizisinin de sonlu sayidaki terimleri haric diger tiim terimleri a 

mn £— komsulugunda bulunur. Dolayisiyla (a k j dizisi de a sayisina yakinsar. 
Boylece §u teorem ispatlanmis oldu. 


TEOREM 10.8: 

(a, ,) -> a ise | a k j -> a dir. 



a n+ j - y 2 + a n 

bagmtisim saglayan (a„) dizisinin yakinsalc oldugunu gosterip Iimitini 
hesaplayiniz. 


^oziim : Tiim terimler pozitiftir. Aynca 

a \ ~ ^2" < 2 , a 2 = y ! 2 + < V2 + 2 - 2 , a 2 = fi2 + a 0 < -J2 + 2 = 2 , 

olacagmdan dizinin turn terimleri 2 den kiiciiktiir. 

- a„ = = + a > il > o 

.\/2 + d n +a„ fi2 + a n +a„ 

olacagmdan a n+] > a„ dir. Yani dizi artandir. 


Newton yontemi, Niimerik Analiz derslerinde verilen, denkiemlerin koklerinin 
yakla§ik hesabinda kullamlan yontemlerden biridir. 

fix) = 0 denkleminin koklerinden biri r ise v -fix) egrisinin 0.v- eksenini kestigi 
noktalardan birinin apsisi r dir. 

Newton yonteminin bzii §udur : 

Once bir a 0 baslangic tahmini yapihr. bu tahmin, fonksiyonun yapisina, aldigi 
degerlere gore kestirilebilir. Ornegin fia) < 0 ve fib) > 0 ise .v 0 olarak a ve b 
arasindaki herhangi bir nokta alinabilir. x 0 dan yararlanarak r ye daha yakin olan 
jc, , A', den yararlanarak r ye daha yalcin bir x 2 ve boyle devarn edilerek x u x 2 , 
... , x„, x n+] noktalari elde edilir. Boylece r ye yakinsayan bir (x„) dizisi bulun- 
mu§ olur. n ne kadar biiyiik secilirse x„ , r ye o kadar yakin olur. 



Simdi bu dizinin nasil bulunacagim gorelim. 

y — fix) egrisinin (a :„,fix„)) noktasindaki tegetinin egimi m - f'{x n ) oldugundan 


/'(*„) = 


■flO-o 

X n ~ X n + 1 


olur. Buradan 


x 


n + 


X 


fan) 


indirgeme bagintisi elde edilir. 


Artan ve smirli her dizi yakmsak oldugundan (ci„) yakinsaktir. lim a„ = a olsun. 
Butakdirde (o, !+1 ) alt dizisinin de limiti a olur. 

a »+\ ~ 

egitliginde her iki taraftn limiti alinirsa 

a = V2 + a =t> a 2 -2 + a => a 2 - a - 2 = 0 
=> a = 2 veya a = - 1 


Bu bagintida n yerine 0,1,2,... , n degerleri verilerek Ag , x 2 , x 3 x„, x„ +] te- 

rimleri bulunur. 

QRNEK : a 3 + x - 1 = 0 denkleminin kokiinii bulunuz. 

Coziim : fix) - x 3 + x - 1 diyelim 

fix) = 3a 2 + 1 > 0 oldugundan/ artandir. Dolayisiyla fix) = 0 denkleminin bir 
tek kokii vardir. indirgeme bagmtisi 


bulunur. Dizinin tiim terimleri pozitif oldugundan yakinsayacagi sayi pozitif ola- 
bilir. O halde 

lim a n = 2 
dir. 


_ * _ faul- x x >’ + X "- ] 

” ' " 3a 2 +1 


f'b«) 


x n+\ ~ 


*4 + 1 

3a 2 + 1 
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olur. 


A 0) = ~1 < 0 , /(I) = 1 > 0 oldugundan 0 < r < 1 dir. 

x 0 olarak bu arahktaki herhangi bir nokta ahnabilir. x 0 = ~ alalim. 

Bu durumda 



bulunur. Gdriildligu gibi, bu yontemin uygulanmasi oldukca kolaydir. Buradaki 
zorluk islemlerin goklugudur. Bir hesap makinasi veya bilgisayarla bu iglemler 
?ok kisa siire icinde yapilabilir. 
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A§agida genel terimleri verilen dizilerin ilk bes teri- 


mini bulunuz. 


a) f 2 »-M 

b)( 1 ) 


1 n 2 + 1 i 

o ((-ir + i) 

•>(K) 

1 , n tek ise 

d> 

1 + — , n gift ise 
R 



Asagidaki indirgeme bagintilan yardiraiyla tanimla- 
nan (a„) dizilerinin ilk on terimini bulunuz. 

a) n,=0, Vn >2 icin a„ = 2a„_, + 3 

b) «! = — 1 . Vn > 2 i 9 in a n = 1 - 4a n ~i 

1 9 

c) a, = — , Vn > 2 icin a n = — = — + 1 

c) t?i — 1 . Vn > 1 icin a ll+) = a„ + — 

2 " 

d) n, = i, Vn a 1 i§in « );+1 = — > ^~\ cin 

e) a { ~ -2, Vn > l icin a, f+] = -~[ a n 

f) n, = a 2 = i , Vn > 1 igin a n+2 - a„+i - a n 

( a n ) herhangi bir dizi ve p e N + olmak iizere 
b„ - a„ + (n - 2) (n - 3) . .. (n -p) 

olsun. (a,,) ve (b n ) dizilerinin ilk p terimlerinin e$it 
olacagim gosteriniz. Buna gore bir dizinin bastan 
sonlu sayida terimi verilirse o dizi verilmi§ olur mu? 

lim a„ = a ise limla„l - Ini dir, gosteriniz. 

Fj = 1 , F 2 = 1 ve nil igin F„ +2 - F„ +I + F„ 
ozelligini saglayan (F„) dizisine ^ 

adi verilir. Bu dizinin ilk on terimini yazmiz. 


(i a „ ) dizisi verilmi§ olsun. (S„) dizisi 

5j - a | , her n > 2 icin S n = S’,,.] + a„ 

biciminde tanimlaniyor. S n genel terimini (a„) dizi- 
sinin terimleri cinsinden yazmiz. 

Oyle bir simrli dizi bulunuz ki 

a) En biiylik terimi olsun fakat en kiiciik terimi 
olmasin. 

b) En kiiciik terimi olsun, fakat en biiyiik terimi 
olmasin. 

c) Ne en kiiciik ne de en biiyiik terimi olsun. 

d) Hem en kiiciik, hem de en biiyiik terimi olsun. 




■ P> 0 olsun..v, = l ve Vnal icin 


a n + 1 = ^\ a ., + -^—\ dir. 


^lirn^ a n = Jp olacagmi gosteriniz. 

111. Herhangi bir c > 0 icin 

lim — = 0 olacagmi gosteriniz. 
n c 


19 . (3 n 2 - 20n + 19) clizisinin en kiiciik terimini bulu- 
nuz. 


dizisinin limitini bulunuz. 


/ 3+6+9+- 

••3/7 \ 

l 2 + 4 + 6 + ■• 

• + 2n ) 


21. (<3„) bir geometrik dizi, « 4 = 5, a 7 = 40 olduguna 
gore, dizinin ortak parpamm ve 10. terimini bulu- 


c > 1 olsun. 
n 
= c" 


lim — = 0 olacagmi gosteriniz. 

n- oc „i> 


(F „) , Problem 5 de verilen Fibonnacci dizisi olsun. 
lim -■ " + 1 = (l + V 5 ) olacagmi gosteriniz. 

n ~<x r„ 2. 


• Oyle iraksak (a„), (b n ) dizileri bulunuz ki, 

a) (a„ + b n ) yakinsak 

b) ( a n b „ ) yakinsak 

c) yakinsak olsun. 

Tiirev yardimiyla asagida genel terimleri verilen 
dizilerin en biiyiik terimlerini bulunuz. 

0)4 


a) v« 

! 16 , c > 0 olsun 


b) 


vn 


n + 2500 


22. a ve b iki reel sayi ve a < b olsun. a ile b arastna 
n tane sayi yerlestiri lerek in + 2) terimli bir geomet- 
rik dizi olusturuluyor. Bu dizinin ortak (jarpanmin 

r-">]£ 

\ a 

olacagmi gosteriniz. 


Bir geometrik dizinin ardi§ik ti g teriminin toplami J 
14, parpimi 64 tiir. Bu terimleri bulunuz. I 


24 . A§agidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz. 


a) v 6 + \6 + V6 + • ■ ■ = 3 

b) V20 + V20 + V20 + -- =5 


25. Asagidaki denklemlerin belirtilen araliklardaki kok- 1 
lerini Newton yontemi yardimiyla bulunuz. (4. yak- 1 
lasima kadar hesaplaymiz.) 


lim 7c = 1 

a) 

x 2 

-3 = 0, 

[2,3] 

oldugunu gosteriniz. 

b) 

.r’ 

I 

t-o 

II 

0 

[1,2] 


c) 

x 2 

- 3.r - 1 = 0 , 

[0,1] 

lim a„ = a ve / fonksiyonu a da siirekli ise 

d) 

X 3 

+ 2.v 1=0, 

[0,1] 

; litn f{a n )-f(a) olacagmi gosteriniz. 

e) 

Jt 2 

- simr = 0, 

fM 


f) 

5x 

+ cos.v = 5, 

[0,1] 


8. A§agida genel terimleri verilen dizilerin monoton- 
luk durumunu inceleyiniz. 


n 

2 n + 1 


b) 


3 n + 1 
2 n - 17 


3 n - 5 
n + 5 


26 . 3v2 sayisinm yakla§ik degerini bulunuz. 


Bilindigi gibi, bir (a„) dizisi i?in 
ci] + a? + ... + a n 


n 

toplami, kisaca ^a,. sembolii ile gosterilir. Buradaki semboliine toplama 

* = i 

sembolii denir ve “sigma” biciminde okunur. Buna gore 

^ 2/7+ 1 3 5 21 

100 


V 1 i 1 1 

y, — - 1 + -r- + —7 + • • • - 

i—d oi ^ 


y‘_L_ = l + l + ... + _2_ 

“r+l 2 3 n + 1 

olacaktir. 

(a k ) bir dizi olmak iizere 

k= 1 

bicimindeki bir ifadeye bir sonsuz seri veya kisaca bir seri denir. 
a„ ifadesine serinin genel terimi adi verilir. 


f\J- = l + JL H 

4-/ rl, 5 r2 

*= 1 5 J 5 


. + — + . 
5" 

. 1 


bir sonsuz seri olup genel terimi — dir. 

Toplama islemi bir ikili i§lem oldugu icin sonlu cokluktaki sayilar toplanabilir. 
§imdi sonsuz seriye bir anlam vermeye calisalim. 

serisi verildiginde (a n ) dizisinin ilk n teriminin toplamindan olusan 

k = 1 

(S n ) dizisine serinin kismi toplamlar dizisi adi verilir. §u halde 
S„ = + a 2 + . ■ ■ + a n 




TAMM 

Bir serinin kismi toplamlar dizisi yakinsak ise seriye yakinsak seri adi verilir. 
Kismi toplamlar dizisinin limitine serinin toplami denir. Yakinsak olmayan 
serilere iraksak seriler adi verilir. 
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y^,a L . serisi icin 

k= 1 

n 

S„ = a { +a 2 + ... + a„ = J^a k 

k = 1 

olsun. Bu takdirde 

lim5 ;i = .y <=^^a k =s 

* = i 

olacaktxr. 

CC 

ORNEK : ^ — — — serisinin yakinsalclik durumunu inceleyiniz. Yalansak 

k - j k{k + 1 ) 

ise toplamini bulunuz. 

£oziiim : Her k e N + igin 

1 = 1 1 
k(k+ 1) k k + 1 

oldugundan 


S "~ k\ 




i l 


n n+ 1 


1 n + 1 77+1 


dir. lims,, = ~^T\ ~ 1 oldugundan verilen serf yakinsak ve toplami 1 dir. Buna 


gore 


V_l_- 
f-! k(k+ 1) 


i= J k{k+ 1) 
yazilabilir. 

> : IH < 1 olmak iizere 




serisinin yakinsak oldugunu gosterip toplamini bulunuz. Genel terimi bir geomet- 
rik dizinin genel terimi olan bu seriye bir adi verilir. 


£oziim : 

S„ = a + ar + ar 2 + . . . + ar"~ 
= a(l + r + ... + r n_1 ) = a- 


1 -r 


olur. !?■! < 1 icin lim r n = 0 oldugundan 
1 - r" a 


lim S, , = lima- 


I-/- 1 - r 


dir. Dolayisiyla 

CO 

E x-i a 

a ' = 1^7 


olur. 


; log — - — serisinin yakinsakhk durumunu inceleyiniz. 

i k+ 1 


(foziim : 


2 + log-| + lo 

4- 

■•^rrr 

/ 1 2 3 „ 

n l 

|= |og (i)=- 

A 2 ' 3 ' 4 ’ 

77 + 1 ) 


olur. limS„ = lim(-log(n+7)) = -» oldugundan (S„) iraksak, dolayisiyla verilen 
seri iraksaktir. 

ORNEK : A§agidaki devirli ondahk sayilari rasyonel bifimde yazmiz. 

a) 0,666... =0,6 

b) 0,4343 ... =0,43 
^oziim : 

a) 0,6 = 0,666... = + — + 


A-[\ +J-. + JL 
io l 1 10 io 2 


10 100 1000 

2 1 

5 


‘"To 


2 12=2 

5' 9 3 


olur. 
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b) 0,43 - 0,434343... 

_ 4 | 3 4 3 

10 100 1000 + 10000 + 

43 43 

100 + 10000 + '“ 

= Jl/i ,1 1 \ 

100 \ 100 10000 + '"J 

_ J3_ 1 = 43 100 _ 43 

100 1 _ J_ 100 ' 99 99 

1 1 AA 


Dizilerin dzellikleri gozoniine alindigmda asagidaki teoremin ispati kolayca 
yapilabilir. 

TEOREM 10.9: 

a > Ti“,=a ve = i» 2(a„ + 6„) = o + i> 

b) E ~ ^ 1®® ^ I 'KQ i , ~ \d 

dir. 

XX serisi yakmsak ve toplami s olsun. 

k= i 

S„ = <?[ + o-2 + . . . + <7„_, + a n , 

ve 

S„_] —i i\ + a 2 + ... + a„_| 
olacagindan 

S,, ~ ^,-i = a„ 

dir. lim S n _ } = limS„ = s olacagindan 
lim a„ = lim(5 n - S^,) = s-s = 0 
bulunur. Boylece §u teorem ispat edilmis oldu. 

TEOREM 10.10: 

XX yakmsak ise lima,, = 0 dii 
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Bu teoremin kar§iti dogru degildir. Yani lima,, = 0 olmasi serisinin 

» = i 

yakmsak olmasmi gerektirmez. Omegin lim log n + ^ - log 1 = 0 oldugu halde 

33 

7^ log n -r serisi iraksaktir. 

L - J . n + 1 

n= 1 

Bu teoremden §u sonucu cikarabiliriz : 


SONUC 10.1: 

lim a„ & 0 ise XXi iraksaktir. 

QRNEK: Y.2" , . £(-l)" , serilerinin yakmsak- 

L ~‘. “n+10 „ , n + l 

n = 1 n - 1 n = 1 n - 1 

lik durumlarmi inceleyiniz. 

Coziim : 

lim2 " = U 0 , lim 2n — = 2 *0 lim(-l) ,! yoktur, lim -~- = + oo * 0 

' n - cc n + 1 0 /: + 1 

oldugundan verilen serilerin tumii iraksaktir. 

TANIM 

R ,I= Y] a k = a n +\ + a „ + 2 + -- 

k = n + \ 

toplamina XX- serisinin kalan terimi denir. 
k= i 


Kalan terim ile yakinsakhk arasinda asagidaki ili§ki vardir. 



Ispat : Yj a k ~ s olsun. Bu serinin kismi toplamlar dizisi (S n ) ise lim S„ = 5 dir. 

i = i 

Diger taraftan Yj c, k~ s n + R n =* s ~ *' m ( i '„ + R „) ^ 

s = lim S n + lim R„ => s = s + lim /?„ =£ lim R„ - 0 

bulunur. 
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10.5 PGZiTIF TERIMLi SEEILER ve BU SEMLER iCIN YAKINSAKLIK TESTLEM 

Butun serilerin kisrai toplamlar dizisini hesaplayip yakinsakligim incelemek 
mumkiin degildir. Bu hallerde serinin yakinsakligi hakkinda bir§eyler soylemek 
i^in yakinsaklik testleri (kriterleri) denilen bazi testier vardir. Once pozitif terim- 
li seriler ve onlarla ilgili testleri verelim. 


TANIM 

Herk dogal sayisi igin a k >0 ise ^a k serisinebir pozitif terimli seridenir. 

Pozitif terimli serilerin kismi toplamlar dizisi monoton artan oldugundan bu seri- 
lerin yakmsak oldugunu gostermek icin kismi toplamlar dizisinin smirli oldugu- 
nu gostermek yeterlidir. 

Simdi bu seriler icin yakinsaklik testlerini verelim. 


TEQREM 10.12 : (Kar§?la§'arma Test!) 

Her ke N icin a k > 0, b k >0 ve a k < C . b k olacak §ekilde bir C sabiti 
mevcut olsun. 

1) Yj b k yakmsak ise Yj a k yakinsaktir. 

2) ^a /( iraksak ise ^jb k iraksaktir. 


Ispat : 


1) Yj b k = b olsun. Her k e N icin a k <Cb k oldugundan 

A] + a 7 + . . . + o„ £ C(i>i + b 2 + • + b„) sC b k = Cb olur. 

k= 1 

serisinin kismi toplamlar dizisi monoton artan ve smirli oldugundan yakmsak ve 
dolayisiyla yakinsaktir. 

2) Yj a k iraksak olsun. O halde + a 2 + . . . + a„) simrsizdir. 
a, + a 2 + • • ■ + a„ < C (b ] + b 2 + ... + b„ ) 

oldugundan 

(2?i + b 2 + ... b„) 

dizisi smirsiz dolayisiyla iraksaktir. O halde ^j b k iraksaktir. 

Not : Bir serisinin ba§tan birkac teriminin alinip alinmamasi serisinin karakteri- 
ni degistirmeyeceginden yukandaki test §oyle de verilebilir : 


393 





SONUC 10.2 : 

p e N ve k>p icin a k <, C b k olacak §ekilde bir C sabiti mevcut olsun . 

1) y^,b lr yakmsak ise ^a k yakmsaktir. 

fc= 1 k=\ 

2) ^ a,, iraksak ise y^,b t iraksaktir. 

* = 1 k - I 


sin - * 


serinin karakterini inceleyiniz. 


k “ t k(k+ 1) 

iQbziim : Her k e N ifin sin 2 /: < 1 oldugundan 
sin 2 * ^ 1 


*(*+1) k{k+l) 


dir. Diger taraftan 


1 


J k(k+ 1) 

yukanda gostermi§tik. O halde verilen serf de yakmsaktir 


serisinin yakmsak ve toplamimn 1 oldugunu 


TEOREM 10.13 {Integral Test!) : 

(a n ) pozitif bir dizi, / de [1, +f») iizerinde pozitif tammli, siirekli azalan 
bir fonksiyon ve her k <= N ifin 

M) = a k | 

olsun. yy,a k serisinin yakmsak olmasi i$in gerek ve yeter sart, / j{x)dx \ 

\ 

integralinin yakmsak olmasidir. 


ispat : / fonksiyonunun grafigi yandaki gibi olsun. v > 2 igin 

Alan(ABCE) = [ fx)dx 
j v - 1 

dir. Bu alan ABCD dikdortgeninin alanindan btiyiik, ABEF dikdortgeninin ala- 
nmdan kiicliktiir. 

Alan(ABCD) = IASI ISCI - 1 .fly) = a v 
Alan (ABEF) = IASI IAFI = l.f(y - 1) = a v _ , 
oldugundan 

a v < j v , ftx)dx<a v _ l 

yazilabilir. v - 2, 3, . . . ,n ipin bu esitsizlikler yazilir ve taraf tarafa toplamrsa 


a 2 + a 3 + ... + a n < J | f{x)dx<a l + a 2 + 
bulunur. Buradan da 

S n~ a i < f l fMdx<S n _ l 
bagintisi elde edilir. 

Buradan, (S„) sinirli oldugunda f fix) dx j smirli , j fix) dx J sinirli oldugun- 

da iS n ) nin sinirli olacagi goriilmektedir. (S n ) nin sinirli olmasi serisinin 
yakmsak olmasini gerektirdiginden, ser i s i n ' n yakmsak olmasi icin gerek 

ve yeter §art fix) dx j dizisinin sinirli, yani yakmsak olmasidir. Bu dizinin ya- 

Too 

kinsalc olmasi J fix) dx integralinin yakmsak olmasmdan baska bir sey degildir. 

CC 

QRNEK : serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 

k = 1 

Coziioi : Verilen serinin yakmsak olmasi icin gerek ve yeter sart 

integralinin yakmsak olmasidir. Diger taraftan 

f e~ x dx = lim ( [ e~ x dx)= lim ie~ 1 ~ <?“") = — 

J 1 ll~<x\Jl / II — CC e 

olacagindan f e~ x dx yakmsaktir. Su halde verilen seri yakmsaktir. 

“'I 

Bir serinin bastan birka§ teriminin almmasi veya degigtirilmesi serinin yakmsak- 
lik durumunu degistirmeyeceginden , integral testinde / fonksiyonunun tamm kii- 
mesi olan [1, +co) arahgi degi§tirilebilir. Asagidaki ornekte bu aralik [2, +=») 
olarak alinmi§tir. 

00 

ORNEK : —— — ser i s ™ n yakmsaklik durumunu inceleyiniz. 

^ rC 111 rC 

Coztinn : x e [2, +<«) i^in 


olsun. Her *^2 igin 
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m= 


i 

k\nk 


olur,/ fonksiyonu [2,+co) iizerinde pozitif tanimli, azalan ve siirekli bir fonk- 
siyondur. 

[ - lim f ~ lim (ln(Inx)| fc ) 

h .Tin.* b— aoJ 2 xlnx '\ 2 

= Urn (ln(ln/?)-In(ln2)) = oo 

oldugundan, verilen Y\ — ~ serisi iraksaktir. 

t^klnk 


ORNEK : p- serileri denilen ^ — serilerinin p > 1 igin yakmsak, p <, 3 
, I = i n p 

i?in iraksak olacagim gosteriniz. 

Ooziim : Genelle§tirilmi§ integraller bolumiinde 



integrallerinin p > 1 igin yakmsak^/? < 1 igin iraksak olduklanni biliyoruz. Diger 

taraftan, integral testi geregince ^ — serisiyle / — integrali aym karak- 
ul x p 

terde olduklarmdan, serisi p > 1 igin yakmsak, p < 1 igin iraksaktir. 


V 1 e~ n , . 

• Zj — sensmin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 


„ = i n-4n 


Cdziim : 


= ve v_ 

n-Jn nVn n zl1 in 312 


serisi yakmsak = y > 1 ol- 


dugundan, kar§ila§tirma testi geregince verilen seri de yakinsaktir. 
integral testinin hipotezlerini saglayan (a„) dizisi ve / fonksiyonu igin 

S„-a ] < f{x)dx < S„_, 

oldugunu gostermi§tik. yakmsak ve toplami 5 ise [ f(x)dx integrali de 

v/J 

yakmsak olur. Bu integralin degeri / ise, yukandaki esitsizlikten 
I<S< 7 + a, 

bulunur. 


ORNEK : 2 — L_ - serisinin yakmsak oldugunu gosterip 

«=i «"+ 1 




1 '<*- + 1 


n=l n 2 + 1 4 2 

e§itsizliginin varhgini ispatlaymiz. 

Ooziim : 

/ = r ^ =lim (/*_*_ 

h l+x 2 b—\J 1 


1 + * 2 


m lim (arctani?- arctan 1) = -^-- — = -^- 

b~<x> 2 4 4 


oldugundan, 


/ OO 00 

— - — yakmsak, dolayisiyla /v) — yakinsaktir. 

l+x „ = i n + 1 


a, = -j— !— p = j- oldugundan 


1 < — + — 


4 “ ft n 2 +l - 4 2 


I<S<I + a ] 
bulunur. 

Yukanda gbriildiigii gibi 

— serisi p > 1 igin yakmsak, p < 1 igin iraksaktir. Bu gergek ve 
„ = \ n p 

kar§ila§tirma testinden a§agidaki test kolayca ispatlanabilir. 


TEOREM 10.14 (Lisnit Test!) : 

^ a n pozitif terimli bir seri ve 

n»l 

lim n p a,,~y 

n — oo 

olsun. 

1) 0 < y < + «> ve p > 1 ise ^a n yakmsak, 

2) 0 < y< + «> ve p < 1 ise ^< 2 ,, iraksaktir. 
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sayfa 398 


ORNEK : 2 serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 

«=i 5/r’-2 

Coziitn : Iim n 2 a = lim = lim — +n - - — 

h-® " n-oo 5„ 3 _2 ' ! -°°5 k 3 -2 5 

2 

olur. y = — ve p ~2> ] oldugundan verilen seri yakinsaktir. 
§imdi seriler konusunda en cok kullandan iki testi verelim. 

TEOREM 10.15 (Gran Tsst!) : 

1 bir pozitif terimli seri ve 

! n = 1 

| lim - L+ ‘ = r 

,, - 0D a„ 

| olsun. Eger 

1) r < 1 ise yakinsak 

2) r > 1 ise^tf,, iraksaktir. 

3) r = 1 durumunda seri yakinsak da, iraksak da olabilir. 

I ^ _ _ 


1) 0 < r < 1 olsun. r < s < 1 olacak §ekilde sabit bir s sayisi secelim. Oyle 

birn 0 sayisi vardir ki, Vn > n 0 icin -—■■■■ < s kalir. Buradan her n > n 0 icin 

«i.+i ^ « a n 

yazilabilir. §u halde her me N icin, 

a .<S a , Cij;0+ 2< S a„Q + 1 , . . . , fl/iO+w— S ClnO + m - 1 
”0+ 1 "0 


olur. Bunlar taraf tarafa garpihr ve her iki tarafta bulunan terimler sadele§tirilirse 


V« Ss % 


esitsizligi elde edilir. 0<5<1 oldugundan ^ a n s m ~ 1 geometrik serisi ya- 
rn = 1 ® 

lonsaktir. Karsilastirma testinden ^ a n + m serisi ve dolayasiyla Yj a m ser isi 


yakinsaktir. 


2) r > 1 olsun. Her e > 0 icin dizisinin sonlu sayidaki terimleri 

haric diger tiim terimleri r nin 8- kom§ulugunda bulunacagindan, oyle bir n, sa- 
yisi vardir ki, Vn . > n A igin ■ a± - > 1 => a n+l > a„ olur. O halde (a, ,) dizisinin 

a n 

a„ teriminden sonraki tiim terimleri artandir. Dolayisiyla lima,, * 0 => Y]a n 
'h 

iraksaktir sonucu elde edilir. 

3) serisi iraksak, ]T)-y serisi yakinsaktir. Fakat her iki seri icin de 
lim — — = 1 dir. Su halde r = 1 olmasi halinde seri yakinsak da olabilir, lralc- 


a 

sak da. 


. V J1 — yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 
hTi 2"n! 




Cl, i + 1 

an 


(n+ D" 


2 n n\ _ 1 (n+ l)' 7 = I( 1 + I 


2 n+ '(« + 1)! n n 2 
olur. Iim (l +--) -e oldugundan 


\ n 


lim3i±l = llim(l + -V’ = -^> 1 


bulunur. Su halde verilen seri iraksaktir. 

V 1 i 1 1 

^ : 2j M r _ + i! + 2! ^ 3! 


n = 0 ' 

munu inceleyiniz. 

^oziim : lim — — - lim 


• + — + • • • serisinin yakinsaklik duru- 
n\ 


- --- - - = Iim — i— - 0 < 1 
(u+1)! n+ 1 


oldugundan verilen seri yakinsaktir. Bu serinin toplammin e oldugu ileride g5s- 
terilecektir. §u halde 

olur. Ba§tan itibaren ne kadar gok terim alimp toplamrsa e sayisina o kadar yakin 
degerler bulunur. Acikga goruldiigii gibi 

|-<<?<3 

2 


diir. 
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CO 

ORNEK: ^ 

n= 1 


4 "(n\f 
(2 n)i 


serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 


Coziim : 

3ll 1 = 4" + 1 [(«+!)!! 2 (2/i)! 4 (n+1) 2 

a„ (2n + 2)l ' 4 «(n!) 2 (2n + 2)(2n+l) 

2(n + 1) = 2n + 2 
2 n +1 2/i+l 

oldugundan 


lim - 


L=Um|!±l = , 
2 / 2 + 1 


dir. Oran testine gore birsey soylenemez. Fakat 
a 


+ j 2n + 2 . 

a„ 2n + 1 


i > a„ 


oldugundan (a„) bir artan dizidir. a ] = - 2 olacagindan (a„) dizisinin tlim 

terimleri 2 veya 2 den buyuktiir. Dolayisiyla sifira yakinsayamaz. lim a n * 0 
oldugundan /^a„ iraksaktir. 


TEOREM 10.16 (K8k Test!) : 

(a n ) pozitif terimli bir dizi ve 
= r 

j olsun. 

1) r<l ise yakmsak, 

2) r>l ise iraksaktir. 

3) r = 1 durumunda bir§ey soylenemez. 

Ispat : Bu teoremin ispati oran testinin ispatina benzer oldugundan okuyucuya 
birakiyoruz. 

ORNEK: ^ — serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 
n = l 3" 

Coziim : lim n .Ja^ = lim = lim = y < 1 
oldugundan verilen seri yakinsaktir. 


ORNEK 




£j \^2 + — j ser isi n i n yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 


Cozum : lim 'lla„ = lim + -~) = lim f \ > 1 
oldugundan verilen seri iraksaktir. 

c» 

ORNEK : ^ [ n ~ * j serisinin yakinsaklik durumunu inceleyiniz. 


n = i 


Coziim : 


lim '[ja n = lim'^ n ^ M = lim(” 1 ^ 


= lim 1 1 - — V - 1 = ~ < 1 


oldugundan verilen seri yakinsaktir. 




rsmNE SSSILEE 


Terimlerinin isareti ardi§ik olarak degisen serilere alterne serilev denir. Ornegin, 


E 


(-1)” 


'ill 
-='-2 + 3'4 + '' 


y oiC = _l + J___L + J__ + . 

,~i 3" 3 3 2 3 3 3 4 

f)(- l) w =l- 1 + 1- 1 + 1-+- 


serileri hirer alterne seridir. §imdi bu seriler i$in geserli olan bir test verelim. 


I 

j TEOREM 10.17 (Lefeitz Ts-is} : 

! Eger 

1) Her n > 1 i?in 0 < a n+i < a n 

2) lim a.. = 0 

n — oc 

j ise bu takdirde ^(-l)" _1 a ;i serisi yakinsaktir. 

n = I 
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ispat: serisinin kismi toplamlar dizisi (S n ) olsun. 

0 < <3„ + , < a n oldugundan 

^2;i — ( fl i ~ a i) + (% + a 4) + ... + (a 2n ^i - a 2n ) 

§eklinde tanimlanan (S 2n ) dizisi artan bir dizidir. S 2n genel terirai 

S 211 = «i -(a 2 -a 3 )~ (a 4 ~ a 5 ) - ... - (a 2n _ 2 - a 2n _{) - a 2l , 

seklinde de yazilabilir. Bu toplamdaki ilk terim harig diger tiim terimler negatif 
veya sifirdir. Dolayisiyla her n igin 

$2,, ^ «i 

yazilabilir. §u halde (S 2ll ) dizisi sinirlidir. 

Monoton artan ve sinnii her dizi yakmsak oldugundan (S 2lt ) yakinsaktir. 

Jim Si,=L 

/? — OO ~ U 

diyelim. L<a { olacaktir. 

lim S 2n _ , = lim [5 2n + 

= lim S 2l , + lim a 2 „ 

= L + lim a 2n 

dir. Diger taraftan (a 2n ) dizisi (a,,) dizisinin bir alt dizisi oldugundan 
lim a 2n = lim a n = 0 
dir. §u halde 

lim 5 2 „_| = L 

dir. Demek ki n ister tek ister gift olsun (S n ) lcismi toplamlar dizisi aym bir L 
sayisina yakinsamaktadir. Buna gore 

lim S n = L 
dir. §u halde 

X ( - 1 )" " 1 a n serisi yakinsaktir. 




alterne 


serisinin yakmsak oldugunu gosteriniz. 


Coziim : a k - alimrsa 0 < a k+] < a k ve lima* = 0 olur. 
Leibnitz kriterinden verilen seri yakmsak olur. 
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TAMM 

Terimleri X fl r serisinin terimlerinin mutlak degerinden olusan X)N 
serisi yakmsak ise X a /.- serisi mutlak yakinsaktir denir. X/ 4 t yakmsak 
fakat Yj\ a k\ iraksak ise bu takdirde Yj a k serisi §arth yakinsaktir denir. 



— — serisinin mutlak yakmsak olup olmadigim ara§tirimz. 
k~ 


Coziim : 

k z ic 
mutlak yakinsaktir. 



serisi yakmsak oldugundan verilen seri 


TEOREM 10.18 : 

Mutlak yakmsak her seri yakinsaktir. 


Ispat : Xl a J yakmsak olsun. 

0 < lfl„l - a n < lo )( l + l< 7 „l < 2 !fl„l 

olacagmdan, karsila§tirma testi geregince XKi| - a n serisi yakinsaktir. Bu seri 
ve ser isi yakmsak oldugundan, bunlann farki olan 



serisi de yakinsaktir. 

XW pozitif terimli bir seri oldugundan, pozitif terimli seriler igin geger- 
li olan tiim testier bunun igin de gegerlidir. X|«„j yakinsaksa XX„ de yakmsak 
olur. 

*■ ; 0 }l 

ORNEK : 2j( “ 1)“— r serisinin yakinsakhk durumunu inceleyiniz. 

„ 1 ^ • 


Coziim: Sl a »l=E^r serisinin yakinsakhk durumunu inceleyelim. 

n = 1 „=\ n - 

Ii m - ii m = lim — = 0 < 1 

|a„| (n+1) 2 " «+l 

oldugundan XkJ yakmsak, dolayisiyla X a « = X( - If ^7 serisi yakmsak- 
tir. 
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10.7 KUVVET SERiLEEi 

TANIM 

oo 

Y^c k {x-af = c 0 + c x {x-a) + c 2 {x-af+ 
k = 0 

geklindeki bir seriye kuvvet semi denir. Buradaki c k sayilanna serinin kat- 
saydari adi verilir. 


lii* +x+ h 2+ i x ^ 


2 l£r_LZ_ = (x- l) + Ux- l) 2 + Ux- 1 )’ + •■• , 
k = 1 /C 1 J 

£^- 2 44 + - 

k=i k 4 v 

serileri hirer kuvvet serisidir. Eger \/k > p icin c k = 0 ise bu takdirde 
00 

2c, U - af = c 0 + c, (.x - «) + c 2 (x - a) 2 + ... + c p (x - nf 
k = o 

olur. §u halde bu ozel durumda kuvvet serisi bir polinom olur. 

Verilen bir kuvvet serisinde esas konu, bu serinin iraksakligi veya yakinsakhgi 
problemi degildir. £unkii serinin terimleri x’e bagli olduklarindan, bu seri bazi x 
ler igin yakinsak olabilecegi gibi, bazilan igin de iraksak olabilir. Kuvvet seri- 
lerinde inceleyecegimiz problem gudur: 

Verilen. bir kuvvet serisi acaba hangi x ler igin yakinsak, hangileri igin irak- 
saktir? 

Her kuvvet serisinin x~ a igin yakinsak olacagi aciktir. Bu nedenle hangi x ler 
derken a dan farkli x leri kastediyoruz. Her x igin yakinsak kuvvet serileri de 
vardir. Ornegin 

00 k 

2 — - serisi her xe R igin yakinsaktir. (^tinkii her x <= R icin 

i--n k\ 


a k + 1 

.. x k + l k! 

. - lim ^ - 0 

a n 

im {k + 1)! ‘ x k 

— mil . “ v 

k+ 1 


dir. Oran testinden, serinin her x icin yakinsak oldugu cikar. 

2 k k {x- if serisi de 1 den farkli her x icin iraksaktir. Gergekten her x £ 1 icin 
k - i 

I I /i. . i \A+ 1 . \A- + 1 I / i. . i \ k 


lim — i 


(*+ lf +, (x- If 


I k k (x- if 
e lx- II = «> > 1 


• = lim(* + Op-— ') 
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Bazi kuvvet serileri bir araliktaki x ler igin yakinsak, bu araligin disindaki a- ler 
i?in iraksaktir. Ornegin — serisi [-1,1) arahgmda yakinsak, bu araligin 

n = i n 

di§mdaki x ler icin iraksaktir. Gercekten 

lim a “ + 1 - lim — — = lim n IaI = Ia| 

« - 00 a n n - oo n +1 / n + 1 

dir. Oran testinden, Ixl < 1 => -1 <a< 1 icin seri mutlak yakinsak ve dolayisiyla 
yakinsaktir. It! >1 => x < -1 veya x > 1 igin seri iraksaktir. 

a = -1 icin yakinsak alteme serisi , x = 1 igin iraksak har- 

monik serisi elde edilir. Su halde seri [-1 ,1) arahgmda yakinsaktir. 

Yakinsakmi? Yakmsakmi? 

Iraksakmi? Iraksakmi? 

l i 

a - R a a + R 

Iraksak Yakinsak Iraksak 

Yakmsaklik yangapi a§agidaki teorem yardimiyla kolayca bulunabilir. 
i TEOREM 10.19 (Cauchy - Hadamard Teorsnii} : 

! QQ 

(x - a)" kuvvet serisi igin 

n= 1 

iim^jfj =L 
oisun. 

1) L & 0 ise R = -j- dir. Bu haide seri lx - a\ < R igin yakinsak , 
j be -a\> R igin iraksaktir. 

| 2) L = 0 ise R - dur. Bu durumda seri her x igin yaionsaktir. 

I 3) L = «= ise R = 0 dir. Bu halde seri sadece x = a igin yakinsaktir. 

tspat : Teoremin ispati kok testinin bir uygulamasidir. Bunu bir ah§tirma olarak 
okuyucuya birakiyoruz. 


TAMM 

I>,(* - o) k kuvvet serisinin lx -4 a\ < R icin yakinsak oldugu en biiyiik po- 
zitif R sayisina, bu kuvvet serisinin yakmsaklik yangapi, seriyi yakinsak ya- 
pan x noktalarimn olu§turdugu arahga da yakmsaklik araligi denir. 
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olur. O halde R = V3 tiir. Verilen serf (- V3 , V3 ) araliginda yakinsaktir. 
x ve i?in /^~)l iraksak serisi elde edileceginden yakinsaklik 

k=\ 

araligi (- vT, v'T) araligidir. 

Yukaridaki omelderden de goriildugU gibi, J^c k (x - at kuvvet serisinin yakin- 
saklik araligi, 

[ci,a], [a - R,a + R ], [ a - R, a + R), (a~R,a + R] , (a- R, a + R), (-», +oo) 
araliklarindan biridir. Ilk arahk R nin sifir. son aralik R nin +cc olmasi durumu- 
na kar§ilik gelir. 


jX"= 1 +x+x 2 + ■■■ +.v"+ 


oldugunu biliyoruz. §u halde serisi Lvl < 1 i ? in bir^x) =-r±- fonksiyonu 

tanimlamaktadir. Bu durum tiim yakinsak kuvvet serileri icin gegerlidir. Her 
kuvvet serisi, yakinsaklik araligi iizerinde bir fonksiyon tanimlar. Kuvvet seri- 
lerinin tiirev ve integrali ile ilgili asagidaki teoremleri ispatsiz olarak veriyoruz. 
Zira bunlarm ispati, bu ldtapta olmayan bazi bilgilere ihtiyac gostermektedir. 


TEOREM 10.20 (Terim - Terfns Tomfeefeikae Teorara 1 .} : 

S c i( x ~ serisinin yakinsaklik yancapi R ve Vx e (a-R,a + R) icin 

CO 

f(x) = Ec k (x~a) k 

k = 0 

olsun./ fonksiyonu (a -R,a + R) araliginda tiirevlenebilirdir ve 

fix) = ( 2 1 c k ( x -«)*)= E [q- (x - a)*]' - kc k (x - a) k - 1 

u=o / a= o *=o 

dn . Ayrica ^c k (x-a) k ve ^,kc k (x-at~ l serilerinin yakinsaklik yari- 
caplari aymdir. 


ORNEK i Zj— serisinin toplamini bulunuz. 
)!=1 3 


1 • Lvl < I igin ^ x n _ —— oldugu bilinmektedir. 

ii = 0 1 ~ x 
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Her x e (-1,1) icin 
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§imdi kuvvet serilerinin integrallenebilmesi ile ilgili teoremi verelim. 


I TEOREM 10.20 (Teriia — Terim Xn^egralienebilme Teorsmi) : 

| Yj c >, (* ~ a f serisinin yakinsaklik yari?api R ve x e (a - R, a + R) icin 
I n = 0 

I Ax) = ^ / c„(x-a) n 

n = 0 

| olsun./ fonksiyonu integrallenebilirdir ve 

n = o n = o n 1 

dir. 


ORNEK : — ~ serisinin toplamim bulunuz. 

n = I rib n 

£oziim : Ixl < 1 icin 

tVS/' 

oldugu bilinmektedir. 0 < x < 1 i§in 


M - 0 / 11 = 0 


-In 1 -t I 


0 -0» + J 


- In II -xl = 


bulunur. x = -~ yazihrsa 


- 2-Utai 
3 /frl «3 2 


r, IZ3" 


olur. 


Bundan onceki kesimde, her kuvvet serisinin yakinsaklik araligi uzerinde bir 
fonksiyon tammlandigmi belirtmi§tik. Bu kesimde bir fonksiyon verildiginde bir 
nokta komgulugunda ona kar§ilik gelen serf bulunacaktir. 


TANIM 

/ fonksiyonu a noktasim ihtiva eden bir arahkta her mertebeden turevlene- 
bilir olsun. 

(*-*>* 

k - 0 ,C ’ 

serisine,/ fonksiyonu tarafindan a noktasinda uretilen Taylor Serisi adi ve- 
rilir. 


§imdi akhniza §u iki soru gelebilir : 

1) a noktasinda/ fonksiyonu tarafindan uretilen Taylor serisi a dan farkli her- 
hangi bir x icin yakinsak midir? 

2) Eger yakinsak ise toplami/x) midir? 


Belki beklenmedik bir cevap olacak ama bu iki sorunun cevabi genelde “hayir” 
dir. Yani Taylor serisi x * a i?in yakinsak da olabilir, iraksak da. Yakinsak 
oldugunda toplami/x) de olabilir, fix) den farkli da. 

Simdi bazi fonksiyonlar tarafindan uretilen birka? Taylor serisi bulalim. 

ORNEK : fix) = e lx fonksiyonunun x = 1 noktasi civannda iirettigi Taylor 
serisini bulunuz. 

Cbziim : 

fix) = 2e lx =* f\x) = 2.2e lx = 2 2 e lv =* 

/'(*) = 2*e lx ,-,f n \x) = Te 2x 


olacagindan 


/") (1) =2"e 2 


olur. O halde fix) = e lx fonksiyonunun x = 1 noktasinda iirettigi Taylor serisi 




olur. 
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ORNEK : fix) = cos3x fonksiyonunun x = 0 noktasi civannda urettigi Taylor 
serisini yazimz. 


fix) fonksiyonu ile bunun Taylor polinomlari x = a noktasi civannda birbirler- 
ine gok yakin degerler ahflar. 


Coziim : 

f'(x) = - 3 sin 3x - 3 1 cos ^3x + 
f’(x) - - 3 2 cos 3x = 3 2 cos ^3x + 2 j 
f(x) = 3 3 sin 3x = 3 3 cos fax + 3^-j 
oldugundan her n e N i?in 

f Ul) (x) = 3" cos | ax + n -yj 


dir. x-0 i$in 

/ ( ' i) (0) = 3' , cos 


'0, 

(- D*3 2 *, 


n - 2k + 1 ise 
n = 2/c ise 


bulunur. Buna gore istenen Taylor serisi 

V 0) y "_ V (-D^ 2 * y.2t 
Lj „| •* LJ (OkW 


olur. Genel olarak /(x) = cosax fonksiyonunun x = 0 noktasinda urettigi Taylor 
serisi 


t 


{-IT a 2 " in 
(2 n)\ 


(ax) 2 (ax) 4 (ax) 6 

2! 4! 6! 


olur. 

x = 0 noktasi civannda iiretilen Taylor Serilerine Maclaurin Sensi de denir. 

/ fonksiyonunun a noktasinda urettigi seri onun kismi toplami ile kalan terimin 
toplami olarak yazildiginda, lasmi toplam 

T n {x,a) =fia ) + f\a)(x -a)+ (x - a) 2 + • • • + ( x _ a f 


bifiminde n. dereceden bir polinomdur. Bu polinoma / nin a noktasinda Urettigi 
Taylor polinomu adi verilir. 


ORNEK : fix) = e K fonksiyonunun x = 0 noktasinda urettigi Taylor polinomunu 
bulunuz. 


fix) -T fix, a) = Kfix, a) = Kfix) 

olsun. Kfix) ifadesine kalan terim, fark veya hata denir. Buna gore 
* = 0 K - 

yazilabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor formula adi verilir. 

Kalan terimle ilgili olarak, Taylor tarafindan verilen a§agidaki teoremi ispatsiz 
olarak veriyoruz. 


TEOREM 10.21 (Taylor Teoremi) : 

/ fonksiyonu a noktasim ihtiva eden bir arahkta (n + 1)- inci mertebeden 
tiirevlenebilir olsun. Bu araliktaki her x igin 


olmak tizere, 

fix) =fia) + f(a)(x - a) + (x - af 


f (n \a) 


— (x- a) n + Kfix) I 


i yazilabilir. Burada c, a ile x arasinda bir sayidir. 


fix) = 


- f (k \a) 
; jti 


(x-af + KAx) 


ifadesinde n -> <» icin limit alinirsa 

fix) = E C* - a) 4 + Hm K„ (x) 


* ici) k 

bagintisi bulunur. Buradan goriildiigu gibi, (x - a) serisinin fix) 

k = o k - 

degerine yalcinsak olmasi i?in gerek ve yeter §art 


Coziim i fix) =/'(x) = ■ • • =/° !) (x) = <? v ve dolayisiyla/ <">(0) = 1 olacagindan, 
istenen polinom 


r /I (x,0) = i+x + | r + | r 


olur. 


lim K (x) = 0 

n - -x. 11 


olmasidir. 
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lim — (l + V2 +VJ + — Vn) 

n 

limitini hesaplayiniz. 


2 . j n ■ I dizisinin limitini bulunuz. 

vVwf / 


S< pozitif terimli bir yakinsak serf, (c„) de poz- 

itif terimli ve sifira yakinsayan bir dizi olsun. 

serisinin yakinsak olacagim gosteriniz. (c„) 
pozitif terimli olmazsa ^ a n c n yakinsak olur mu? 

ve pozitif terimli yakinsak seriler ol- 


3 . Genel terimi 

v n 2 + 1 V n 2 + 2 V n 2 + n 

olan dizinin limitini bulunuz. 


Vn e N icin a„ > 0 ve lim a„ = a olsun. 


sun. / ,a„b„ serisinin de yakinsak olacagim gos- 
teriniz. 

13. Asagidaki serilerin yakmsakhk durumlanni ince- 
leyiniz. 



lim"/g, a 2 ---a~ = a 
olacagim gosteriniz. 

U§ terimli bir aritmetik dizinin terimleri toplami 27, 
terimlerin kareleri toplami 293 olduguna gore, bu 
dizinin en buyiik terimi ile en kiictik teriminin farki 
kactir? 



D 8 C 

6 

A R 

ABCD eni 6 cm, boyu 8 cm olan bir dikdortgendir. 
Diger sonsuz ?okluktaki dortgenlerden herbirinin 
ko§eleri, bir oncekinin kenarlannm orta noktalari- 
dir. Tiim dortgenlerin gevreleri toplami ka? cm dir? 

7. y ~)a pozitif terimli yakinsak bir seri olsun. VI — 

*—‘n 

serisinin de yakinsak olacagim gosteriniz. - 
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a) ( a n ) monoton azalan bir sifir dizisi olsun. 


£<-!>*<% 


< a„ 


U = o k =0 

oldugunu gosteriniz. 

v-t ( •- 1) H 

b) — — serisi veriliyor. Bu serinin topla- 

j? = o 2"(n + 1) 

mi ilk bes teriminin toplami ile yaklasik olarak ifa- 
de edildiginde yapilan hata en fazla ne olabilir? 


18, p e N icin 




,fYo n - (n+p)l 

serisinin yakmsaklilc arahgim bulunuz. 

19 , A§agidaki serilerin yakinsaklik arahgim bulunuz. 
a) £(in*)*jr* b) 


Asagidaki serilerin yakinsaklik arahgim bulunuz. 

a>S K)(4)-K 


b ) S 




2 !\ 2 


;i£h A§agidaki e§itliklerin dogrulugunu gosteriniz. 
a) lim 2!»I = 0 

h-co „n 


b) lim (— =0 


c) lim = 0 (Vx s R icin) 

n — oo „n 


g) lim — 1 — - 0 (Ixl < e i?in) 
if 


| 1J, a ve b pozitif reel sayilar olduguna gore 
«=o a n + b n 

serisinin yakinsaklik yaricapim ve yakinsaklik arali- 
gim bulunuz. 


c>0 iijin + c" )x" serisinin yakinsaklik ara- 
ligini bulunuz. 


2 0. {rf k nm bir rasyonel fonksiyonu olsun. 

Y/ C k xk ve S c k r k x k serilerinin aym yakinsaklik 
yan^apina sahip olacagim gosteriniz. Bu iki serinin 
yakinsaklik araliklan aym midir? 

P(k) 

(r k = ~ 7 ~r olacak §ekilde P ve Q polinomlanmn 
Q(k) 

varligim dii§iinuniiz.) 


21 . a reel sayisi i^in 

(!+*)“= fjMjc" , Ixl < 1 


oldugunu gosteriniz. Burada | j binom katsayisi 
olup 


. a(« - l)---(a- n + 1) 


dir. Bu acihmdan yararlanarak 


a) 


1 


VI +x 


b) (1 +xY 


(1+xY 


ifadelerini Maclaurin serisine agimz. 


22. Fonksiyonlann seriye acihmmdan yararlanarak a§a- 
gidaki egitliklerin dogrulugunu gosteriniz. 

a > inM-f 


b) lim 


Sill A' i 

e - e 1 
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1NDEKS (DIZIN) 


1 . Pappus - Guldin Teoremi, 329 

2. Pappus - Guldin Teoremi, 330 
agik aralik, 6 

agirlik merkezi, 328 

alan hesabi, 293 

altdizi, 381 

alt kiime, 2 

alt sinir, 376 

alt toplam, 269 

alterne seri, 401 

antittirev, 211 

ara deger teoremi, 105 

arakesit, 2 

argcoshx. 75 

argcothx, 75 

argsinhx, 75 

argtanhx, 75 

aritmetik dizi, 372 

aritmetik ortalama, 32 

artan dizi, 375 

artan fonksiyon, 41 

artmayan dizi, 375 

astroid, 207 

aynk kiimeler, 3 

azalan dizi, 375 

azalan fonksiyon, 41 

azalmayan dizi, 375 

bagimli degifken, 36 

bagimsiz degi§ken, 36 

basit kesiriere ayirma, 238 

Belirsiz gekiller, 1 87 

belirsiz integral. 212 

bilejke fonksiyon, 40 

bir noktamn bir dogruya olan uzakiigt, 25 

birebir fonksiyon, 39 

birinci cesit genelle§tirilmi§ integral, 338 

birlejim, 2 

Bolzano teoremi, 105 

bo§ kiime, 2 

Cauchy Hadamart teoremi, 406 

Cavalieri prensibi, 299 

coshx, 73 

cothx, 74 

cschx, 74 

gift fonksiyon, 42 

degi§ken degi§tirme ybntemi, 218 

diferensiyeller, 192 


disk yontemi, 305 
dizi, 371 

Dogal sayilar kiimesi, 4 
donum noktasi, 184 
Duraklama noktasi, 164 
dii§ey asimtot, 196 
diizgiin parcalanma, 267 
egik asimtot, 198 
egim, 21 
egri asimtot, 198 
eieman, 1 
esas periyot, 59 
esneklik, 156 
eylemsizlik momenti, 331 
fark, 2 

Fermat teoremi, 16.3 
fonksiyon, 32 
Gamma fonksiyonu, 347 
Gauss Teoremi, 17 

Genelle§tiri!mi§ Ortalama Deger Teoremi , 1 80 

genelle§tirilmi§ integral, 337 

geometrik dizi, 373 

geometrik ortalama, 32 

geometrik seri, 388 

gdriintii, 38 

giil egrisi, 362 

hacim hesabi, 304 

hiperbolik fonksiyonlar, 73 

hiperbolik fonksiyonlann tiirevi, 137 

iraksak dizi, 376 

iraksak seri, 387 

igine fonksiyon, 39 

iki nokta arasmdaki uzaklik, 20 

ikinci ge§it genellejtirilmig integral, 340 

indirgeme bagintilan, 231 

integral hesabin temel teoremi, 273 

integral i§areti, 212 

integrallerin tiirevi, 280 

integrant, 212 

irrasyonel sayilar kiimesi, 5 

irrasyonel fonksiyonlann integrali, 253 

i§aret fonksiyonu, 49 

kabuk yontemi, 307 

kalan terim,' 391 

kapalt aralik, 6 

kapah fonksiyonlann tiirevi, 142 
kardiyoid, 360 
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